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Abstract

In this course we show how efficient parallel algorithms are designed to solve some important string
processing problems. One problem considers a sequence or string of characters where a real number
is associated to each character and obtains a substring with the maximum sum of the numbers as-
sociated to the characters of the substring, as well as an important variation of this problem. Another
problem is the obtention of the longest common subsequence of two given sequences and and variati-
ons of this problem. We first investigate the characteristics of these problems, and then culminate with
the presentation of efficient and elegant solutions. It is particularly exciting to learn that the knowledge
of these properties enables us to find solutions of more general versions of the basic problem, without
increasing the time and space complexity.

Resumo

Mostramos neste curso como algoritmos paralelos eficientes s&o desenvolvidos para resolver alguns
importantes problemas de processamento de seqiéncias. Um problema considera uma sequéncia
ou cadeia de caracteres onde um numero real est associado a cada caractere e obtém uma sub-
cadeia com soma maxima dos numeros associados aos caracteres da subcadeia, bem como uma
importante variagéo deste problema. Um outro problema é a obtencédo de subseqiiéncias comuns
mais compridas de duas sequéncias dadas e algumas variagdes deste problema. Fazemos um es-
tudo preliminar das caracteristicas destes problemas, culminando com a apresentagdo de solugdes
eficientes e elegantes. E particularmente excitante saber que o conhecimento dessas propriedades
permitem a obtengéo de solugdes de versdes mais gerais de um problema béasico, sem aumentar a
complexidade de tempo e espaco.

1.1. Introducéo

Este curso tem por objetivo mostrar como séo projetados algoritmos pa-
ralelos eficientes em tempo e espago para alguns importantes problemas de
processamento de sequiéncias de caracteres.

1 Recebe apoio financeiro da FAPESP, Proc. No. 2004/08928-3 e do CNPg, Proc. No.
30.5218/03-4 e 30.5362/06-2
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O primeiro problema é denominado Problema de Todas Subseqiiéncias Ma-
ximais. Este problema tem como entrada uma sequéncia ou cadeia de carac-
teres onde um numero real est4 associado a cada caractere. A saida é uma
subcadeia com soma maxima dos nimeros associados aos caracteres da sub-
cadeia, bem como todas as demais subcadeias com somas maximais, a ser
definido mais precisamente adiante.

O segundo problema é denominado Toda-Subcadeia Subseqiiéncias Co-
muns Mais Longas, que € uma generalizagdo do problema Subsequiéncia Co-
mum Mais Longa, que obtém a subseqiiéncia mais longa comum a duas sequén-
cias dadas.

Para o projeto de algoritmos paralelos para estes problemas fazemos um
estudo preliminar das caracteristicas destes problemas, culminando com a
apresentacao de solugdes eficientes e elegantes.

Este texto é baseado em varios trabalhos [2, 3, 5, 6, 7] publicados em co-
autoria com os Professores Edson Norberto Caceres e Carlos Eduardo Ro-
drigues Alves. A eles este autor deve a sua gratiddo pela oportunidade de
trabalhos conjuntos e por tornar este texto possivel.

Na Sec¢édo 1.1.1 introduzimos o primeiro problema e na Secdo 1.1.2 o se-
gundo problema. O modelo de computagdo paralela adotado serd apresen-
tado na Secdo 1.1.3. A seguir, as solugdes paralelas dos dois problemas serédo
apresentadas nas Se¢des 1.2 e 1.3. Finalmente, concluimos com a Sec¢éo 1.4.

1.1.1. Introducéo ao problema de todas subsequiéncias maxim ais

O primeiro problema considera uma sequiéncia de caracteres onde a cada
caractere esta associado um numero real. O objetivo deste problema é deter-
minar subcadeias de caracteres em que a soma dos nimeros associados a
subcadeia seja maximizada. Como iremos manipular de fato os nimeros asso-
ciados e ndo os caraceteres propriamente ditos, consideraremos como entrada
do problema uma sequiéncia de numeros reais, ficando implicito que cada nu-
mero corresponde a um caractere. Assim, dada uma seqiiéncia de nimeros
reais, o problema de subseqiiéncia maxima consiste em obter a subseqlén-
cia contigua com a maxima soma [13]. Um problema mais geral é o problema
de todas subseqiiéncias maximais [30], onde queremos achar todas as sub-
seqgliéncias contiguas e disjuntas com soma maximal.

Estes problemas surgem em diversos contextos na Biologia Computacio-
nal. Muitas aplica¢Bes sdo apresentadas em [30], por exemplo, para identificar
dominios transmembranos em proteinas expressas como uma sequéncia de
aminoacidos e para descobrir ilhas CpG. Karlin e Brendel [21] definem valores
de -5 a 3 para cada um dos 20 aminoécidos. Assim, no contexto do problema,
temos uma seqiiéncia de numeros que variam de -5 a 3. Para a seqiiéncia S,-
adrenergic receptor humana, subseqiéncias disjuntas com as maiores somas
séo obtidas, e estas subsequéncias correspondem aos dominios transmembra-
nos do receptor. Csuros [15] menciona ainda outras aplica¢des que requerem
a computacao de tais subseqiiéncias, na analise de proteinas e sequéncias de
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DNA [14], na determinacédo de isochores em seqliéncias de DNA [19, 23], e na
identifica¢@o de genes [22].

Algoritmos sequenciais eficientes de tempo linear sdo conhecidos para re-
solver estes problemas [12, 13, 30]. SolugGes paralelas sdo conhecidas apenas
para o problema bésico, i.e., o problema de subseqiiéncia maxima. Para uma
dada seqiiéncia de n numeros, Wen [35, 26] apresenta um algoritmo EREW
PRAM que leva tempo O(logn) usando O(n/logn) processadores. Qiu e Akl
[28] apresentam um algoritmo paralelo para varias redes de interconexao, tais
como o hipercubo, a estrela e a panqueca de tamanho p. Este algoritmo re-
quer tempo O(n/p+logp) com p processadores. Alves, Caceres e Song [4]
apresentam um algoritmo paralelo BSP/CGM, que requer O(n/p) de tempo de
computagdo e um ndmero constante de rodadas de comunicacéo.

Na Secdo 1.2 apresentaremos um algoritmo paralelo no modelo BSP/CGM
gue resolve o problema de todas as subseqiiéncias maximais, requerendo um
ndmero constante de rodadas de comunicacgéo. Este algoritmo foi apresentado
em [6] e num relatério técnico [5]. Dada uma seqiiéncia A de nimeros reais,
o algoritmo proposto usa p processadores para achar todas as subseqiién-
cias maximais em tempo O(|A|/p), usando espaco O(]A|/p) por processador,
e requer um namero constante de rodadas de comunicacéo. Ao contrario da
solugdo paralela para o problema mais basico da obtencdo da subseqiiéncia
de soma maxima, ndo é intuitivo que seja possivel obter uma solucdo para-
lela para o problema mais geral, obtendo todas as subsequiéncias maximais,
em um numero constante de rodadas de comunicagdo, durante as quais no
méaximo O(|A|/p) de dados s&o transmitidos entre os processadores.

1.1.2. Introdugéo ao problema de subseqiiéncia comum mais lo nga

Introduziremos agora o segundo problema. Dadas duas seqliéncias ou
cadeias de simbolos, a obten¢do da subsequéncia mais longa comum a am-
bas as cadeias é um importante problema com aplicagbes em comparagéao
de sequiéncias de DNA, compressao de dados, reconhecimento de padrdes,
etc. [27]. Consideraremos a seguir o problema mais geral denominado toda-
subcadeia subseqiiéncia comum mais longa e apresentaremos um algoritmo
paralelo eficiente em tempo e espaco.

Considere uma seqiiéncia ou cadeia de simbolos de um alfabeto finito.
Uma subcadeia de uma cadeia é qualquer fragmento contiguo da cadeia dada.
Uma subseqiiéncia de uma cadeia é obtida pela remoc¢é&o de zero ou mais sim-
bolos da cadeia original. Uma subsequiéncia pode, portanto, ter simbolos nédo-
contiguos de uma cadeia. Por exemplo, dada a cadeia lewiscarroll, um exemplo
de uma subcadeia é scar, e um exemplo de uma subseqiiéncia é scroll. Dadas
duas cadeias X e Y, o problema de subseqiiéncia comum mais longa (ou lon-
gest common subsequence - LCS) acha o comprimento da subseqiiéncia mais
longa que seja comum a ambas as cadeias. Por exemplo, se X = twasbrillig e
Y = lewiscarroll, o comprimento da subseqiiéncia comum mais longa é 5 (e.g.
warll).
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Chamamos a atencéo do leitor para a nomenclatura apresentada acima,
que difere ligeiramente daquela apresentada para o primeiro problema (Se-
¢bes 1.1.1 e 1.3). Ao contrario do que foi suposto no problema anterior, uma
subseqiiéncia no contexto do presente problema néo precisa ser contigua.

Dadas as cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectivamente, o pro-
blema de toda-subcadeia subseqiiéncia comum mais longa (ou all-substring
longest common subsequence - ALCS) acha 0os comprimentos das subsequién-
cias comuns mais longas entre X e qualquer subcadeia de Y. Vamos apresen-
tar um algoritmo paralelo para ALCS num BSP/CGM (Coarse-Grained Multi-
computer) com p processadores. Os problemas LCS e ALCS podem ser mo-
delados por meio de um grafo orientado aciclico em grade (grid directed acyclic
graph - GDAG). O algoritmo proposto acha os comprimentos dos melhores ca-
minhos entre todos os pares de vértices, onde o primeiro vértice do par esta
na linha superior do GDAG, e o segundo vértice do par esta na linha inferior do
GDAG. Num BSP/CGM com p < /m processadores, o algoritmo paralelo pro-
posto leva tempo O(mn/p) e espago por processador de O(n,/m), com O(log p)
rodadas de comunicacdo. Segundo nosso conhecimento, este € o melhor al-
goritmo BSP/CGM para ALCS.

Ao resolver o problema de ALCS, acabamos resolvendo obviamente tam-
bém o problema LCS, que é menos geral. Entretanto, mesmo considerando o
problema mais geral, pudemos obter uma complexidade de tempo de O(mn/p),
dando origem a um ganho (speed-up) linear. Para isso, temos que explorar as
propriedades de matrizes totalmente monotbnicas, e considerar as similarida-
des entre linhas das chamadas matrizes Dg, e entre as matrizes consecutivas
MD][i]. Estas matrizes serdo definidas mais tarde. Com essas consideragdes
pudemos reduzir a quantidade de informagdes a ser computadas através da
eliminacédo de redundancia. Uma outra preocupacdo importante € o esforco
de usar estruturas de dados compactos para armazenar as informagées ne-
cessérias, reduzindo assim os tamanhos das mensagens comunicadas entre
processadores.

Algoritmos seqiienciais para o problema de LCS foram apresentados em
[10, 20, 29]. Algoritmos PRAM foram apresentados para os problemas de LCS
e ALCS em [24, 25]. O problema ALCS pode ser resolvido numa PRAM [25]
em tempo O(logn) com mn/logn processadores, quando log? mloglogm < logn.

Na Secgdo 1.3 apresentaremos uma solucdo paralela que é baseada em
[3, 7]

1.1.3. O Modelo CGM - Coarse-Grained Multicomputer

O modelo de computacéo paralela usada neste trabalho € uma versdo mais
simplificada que o modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) [18, 34], denomi-
nado modelo CGM (Coarse-Grained Multicomputer) [16, 17]. O modelo CGM
consta de um conjunto de p processadores cada um com memoria local de
tamanho O(n/p), onde n denota o tamanho da entrada do problema. Os pro-
cessadores estdo conectados através de uma rede de interconexao arbitra-
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ria. Um algoritmo CGM é constituido de uma alternancia entre uma rodada de
computagéo local com uma rodada de comunicagéo global. Numa rodada de
computacéo local, cada processador processa seus dados na sua memoria lo-
cal, executando um algoritmo sequencial. Numa rodada de comunicagéo, cada
processador pode enviar O(n/p) de dados e receber O(n/p) de dados.

Um algoritmo eficiente no modelo CGM é aquele que minimiza o nimero de
rodadas de comunicagdo, bem como o tempo total de computacéo local. Pode-
se mostrar que essa meta leva também a uma melhor portabilidade entre as
diversas arquiteturas paralelas [18, 34]. Um bom algoritmo BSP/CGM ¢é aquele
gue requer um numero de rodadas de comunicagéo independente do tamanho
da entrada n. O algoritmo BSP/CGM ideal requer um nimero constante de
rodadas de comunicacéo. Se isso ndo for possivel, procuramos obter um algo-
ritmo para o qual o nimero de rodadas de comunicacgdo é independente de n,
mas é dependente apenas de p, o nimero de processadores.

1.2. Problema de todas subsequiéncias maximais

Apresentaremos inicialmente algumas definicbes e notagbes. A seguir,
mostraremos os resultados de Ruzzo e Tompa [30] sobre este problema, bem
como o algoritmo seqiiencial proposto por eles. Para projetar o algoritmo pa-
ralelo, iremos primeiro examinar sob que condigbes subseqgiiéncias maximais
locais séo potenciais candidatos para ser juntadas para formar subseqiiéncias
maximais maiores.

1.2.1. Defini¢Bes preliminares e resultados

Considere uma seqiiéncia A de nimeros reais. Denotamos por A a seqiién-
cia e por g, 1 <i <|A|, seus elementos. Subseqiiéncias de A séo indicadas
por Ai' = (8j41,..-,a)). Note que o indice superscrito j indica a posi¢do mais a
direita na subseqiiéncia, ao passo que o indice subscrito i € um a menos da
posi¢do mais a esquerda. Se o subscrito e o superscrito sdo iguais, i.e., i = j,
entdo a subsequiéncia é vazia.

Uma subseqiiéncia particular de A pode ser denotada por alguma outra le-
tra mailscula mas, para evitar confuséo, todos os indices referem-se & sequén-
cia A. Para indicar o inicio e o final de uma seqiiéncia X, subseqtiéncia de A,
iremos escrever L (X) e R(X), respectivamente. Para ficar coerente com a no-
tacdo do dltimo paragrafo, vamos usar X = A{Q&(; = (3 (x)41:--»aR(x))- Note que
L (X) indica uma posi¢ao a menos do real inicio de X.

A concatenacéo de seqliéncias X, X, ... Xn seré denotada por (Xg, X2,...Xn).
Observe que uma seqiiéncia X; pode consistir de um sé numero.

A soma dos valores de uma subseqiiéncia X (que iremos também chamar
da score ou pontuacgao de X) serd denotada por Score(X). Se X é vazia, entéo
definimos sua pontuacdo como sendo zero. A soma de prefixos (prefix sum
ou PS) de A € um conceito importante neste trabalho. Vamos usar PS(j) para
denotar a soma dos primeiros j elementos de A, isto é, PS(j) = Score(A(')) =ar+

ap +Idots+aj. Consideramos PS(0) = 0. Note que Score(Ai') =PS(j) — PS(i).
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Para uma subseqiiéncia X = AiJ, 0 minimo e o0 maximo de todos os valores de

PS(k), parai < k < j, sera denotado por Min(X) e Max(X), respectivamente.
Neste texto vamos apenas considerar subseqiiéncias contiguas de uma

seqliéncia principal. Iremos omitir a palavra contigua por simplicidade.

1.2.2. Defini¢cdo do problema

Uma subseqiiéncia de X com pontuagdo maxima, ou simplesmente uma
subseqiiéncia maxima de X, é aguela que apresenta a maior soma positiva de
valores entre todas as subsequéncias de X. Quando ha empate, escolhemos
a subseqiiéncia de menor comprimento. Se o empate ainda persiste, entédo a
escolha da subsequiéncia particular é irrelevante. Se ndo ha nimeros positivos
em X, entdo consideramos que ndo ha subsequéncia maxima.

Com essa definicao, fica facil ver que prefixos e sufixos de uma subsequén-
cia méxima sempre apresentam somas positivas, uma vez que a remogéao de
um prefixo ou sufixo com soma ndo-positiva iria levar a uma subseqiiéncia com
soma maior.

O problema de achar uma subseqiiéncia maxima de A é um problema
bem conhecido, e pode ser resolvido por um algoritmo sequiencial em tempo
linear [13].

O problema de obter todas as subseqiiéncias maximais de A é mais com-
plicado. Em primeiro lugar, precisamos definir o que € uma subsequiéncia ma-
ximal. Ruzzo e Tompa [30] definem o conjunto de subseqiiéncias maximais de
forma procedimental, segundo a seguinte definig&o recursiva.

Definicdo 1 Conjunto de subsequéncias maximais de uma sequén cia A.
Dada uma sequiéncia A de nimeros reais, o conjunto de subseqiiéncias ma-
ximais de A é vazio se A ndo tem valores positivos. Caso contrario, seja
(A1,M,Az) uma decomposicédo de A em trés subseqiiéncias, onde M é a sub-
seqiiéncia de maxima soma de A (A; e A, podem ser seqiiéncias vazias). En-
tdo, o conjunto de subsequiéncias maximais de A é a uni&o do conjunto {M},
do conjunto de subseqiiéncias maximais de A; e o conjunto de subsequiéncias
maximais de A;.

Para facilitar a compreenséao das idéias principais do algoritmo paralelo pro-
posto, vamos adotar a seguinte sequéncia como exemplo. Seja a seqliéncia
A= (ay,ap,...,82») mostrada nas Figuras 1.1 e 1.2. As subsequéncias maxi-
mais de As&o A} = (5,-3,-1,5),A2=(3,3,7),Al} = (3), e A3 =(3,-1,0,3,-3,0,
7), com as respectivas somas de 6, 13, 3, e 9.

A definigdo acima leva imediatamente a um algoritmo sequencial recursivo,
que tem no pior caso a complexidade de tempo de O(n?) para achar todas as
subseqliéncias maximais, dada uma sequéncia de tamanho n.

Ruzzo e Tompa apresentam as propriedades necessarias e suficientes que
uma subseqiiéncia X deve possuir para ser maximal na seqiéncia A. Essas
propriedades estdo apresentadas no teorema seguinte. Para uma demonstra-
¢éo deste teorema, refira-se a [30].
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i |1 2 3 4 5 6 7
a|5 3 1 5 9 0 3 3 7 9 3 6 3

Figura 1.1. Um exemplo de uma sequéncia que sera
usada neste texto

i|14 15 16 17 18 19 20 21 22
& | -1 0 3 3 0 7 4 0 -6

Figura 1.2. Continuacéo da seqiiéncia usada como exemplo

Teorema 1 Uma subsequéncia X € maximal em A se e somente se ela possui
as duas propriedades seguintes:

Propriedade Pr1 Para cada subsequéncia propriaY de X, Score(Y) < Score(X).

Propriedade Pr2 N&o ha superseqiiéncia prépria de X que tem Propriedade
Pri.

Considerando que a seqiiéncia vazia é uma subseqiéncia de qualquer ou-
tra sequiéncia, segue-se que a soma de uma seqiiéncia com a Propriedade
Prl deve ser positiva. Subseqiiéncias de A que tém a Propriedade Prl serdo
denominadas Prl-subseqiéncias.

Podemos reescrever a definicdo de uma subseqiiéncia maximal em termos
dessas propriedades. Usaremos essa nova defini¢cdo (Definigdo 2) no decorrer
deste texto. A definicio anterior (Definicdo 1) foi apresentada, pois ela & mais
natural, ao passo que a nova definicdo ser4 mais conveniente para entender
o algoritmo sequiencial linear de Ruzzo e Tompa, e para entender o algoritmo
paralelo que iremos propor.

Definicdo 2 Lista de subsequiéncias maximais de uma sequéncia A. Dada
uma sequéncia A de nimeros reais, a lista de subseqiiéncias maximais de A,

Figura 1.3. Representacdo grafica da sequéncia A=
(5,—3,—1,...,0,—6). Algumas Prl-subseqiuiéncias estdo
mostradas
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denotada por MList(A), é a lista de todas as subsequéncias que possuem as
Propriedades Prl e Pr2, ordenadas com respeito a L (.). Essa lista é indexada
a partir de 1 com a subseqiiéncia mais a esquerda.

A Propriedade Prl pode também ser apresentada em termos de somas de
prefixos.

Lema 1l Uma subseqiiéncia Aij é Prl-subseqliéncia se e somente se para todo
m, i <m< j, PS(i) < PS(m) < PS(j).

Prova: Se Aij € uma Prl-subseqiéncia, Score(Aij) > Score(A™). Entéo, PS(j) —
PS(i) > PS(m) — PS(i) e PS(j) > PS(m). Também Score(Aij) > Score(A}n), o que
leva a PS(i) < PS(m).

Se PS(i) < PS(m) < PS(j) para todo m, i < m< j, qualquer A{ que é uma
subsequéncia propria de Aij tem Score(A]) = PS(r) — PS(l) < PS(j) —PS(i) =
Score(Aij).

]

Uma representacdo gréfica é atil aqui. Tracamos a funcédo PS(.), de tal
maneira que valores positivos (negativos) na seqiiéncia sédo representados por
linhas de segmentos ascendentes (descendentes). Veja a Figura 1.3 para o
exemplo. Uma Prl-subseqiiéncia X sera indicada por uma caixa retangular
com (L (X), PS(L(X))) e (R(X), PS(R(X))) com os cantos inferior esquerdo e
superior direito, respectivamente. A curva tracada toca a caixa retangular so-
mente nestes cantos. Note que as trés primeiras subsequéncias na Figura 1.3
sdo subseqliéncias maximais de A, mas as trés Ultimas ndo sédo. (Elas sdo
subseqiiéncias da mesma A-maximal, a saber, A%g).

Dizemos que AiJ (i< j) & um Prl-prefixo se PS(i) < Min(AiJH), e ele é um
Prl-sufixo se Max(Ai'_l) < PS(j). Uma Pril-subsequéncia é ao mesmo tempo
um Prl-prefixo e um Prl-sufixo.

Corolariol Se P é um Prl-prefixo e S & um Prl-sufixo, (P,S é uma Prl-
subsequéncia se e somente se Min(P) < Min(S) e Max(P) < Max(S).

1.2.3. Alguns resultados sobre subseqiiéncias maximais

Damos agora alguns resultados que serdo Uteis na descri¢do do algoritmo
seqliencial e do algoritmo paralelo, a serem apresentados. Primeiro vamos
apresentar alguns lemas de [30].

Lema 2 Qualquer Prl-subseqiiéncia de uma seqiiéncia A esta contida (nédo
necessariamente propriamente) em uma subsequiiéncia maximal de A.

Prova: Suponha que a afirmagdo nédo seja verdadeira. Seja X a maior Prl-
subseqiiéncia de A ndo-contida em qualquer subseqiiéncia maximal. Entéo, X
nao é maximal, ndo possui a Propriedade Pr2, e portanto deve estar contida
em uma Prl-subseqiiéncia maior de A, o que leva a uma contradigao.
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]

Lema 3 Dadauma seqiiéncia A, quaisquer duas subseqiiéncias maximais dis-
tintas de A ndo se sobrep8em ou tocam uma na outra.

Prova: Suponha que esta assergéo ndo seja verdadeira. Sejam A}‘ e A'j duas
subsequéncias maximais distintas que violam essa asser¢do. Uma subsequén-
cia maximal ndo pode estar propriamente contida na outra (Propriedade Pr2).
Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar i < j <k <. Pelo
Lema 1 aplicado a AX temos PS(i) < PS(j), e o mesmo lema aplicado a ambas
as subsequiéncias mostra que PS(i) < PS(m) para todo m, i < m< 1. Analoga-
mente, podemos provar que PS(m) < PS(l) paratodo m, i < m< |. Aplicando o
Lema 1 na outra dire¢&o, concluimos que A} € uma Prl-subsequéncia, portanto
A,!< e A']- ndo possuem a Propriedade Pr2, uma contradi¢ao.

]

Tanto o algoritmo seqlencial como o algoritmo paralelo sdo baseados em
achar listas de subseqiiéncias maximais em segmentos da seqiiéncia original
A. Considere uma subsequiéncia X de A. Diremos que uma subsequiéncia
€ uma subseqiiéncia X-maximal, ou simplesmente uma X-maximal, se ela é
maximal em X, isto é, ela é uma Prl-subseqiiéncia e ndo tem superseqiiéncia
prépria que seja uma Prl-subseqiiéncia de X. Queremos achar o conjunto de
todas A-maximais.

Baseado no lema anterior, diremos que uma A-maximal esta a esquerda de
outra se seu L (.) é menor.

Vamos aplicar os lemas anteriores a qualquer subseqiiéncia de A, ndo so-
mente a A propriamente.

Lema 4 SejaZ= (X,Y) paraalgumas X e Y ndo-vazias. Entdo, ha no méaximo
uma Z-maximal M que sobrepde ambas X e Y. Se existe tal M, entdo ela tem
uma X-maximal como prefixo e uma Y-maximal como sufixo. As X-maximais &
esquerda de M e as Y-maximais a direita de M sdo também Z-maximais.

Prova: Aplicando o Lema 3 a Z, fica 6bvio que ndo mais que uma Z-maximal
sobrepBe X e Y. Suponhamos que existe uma tal Z-maximal M. X = Ai', Y =
A']-‘ eM= Amf para algum 0 <i <m < j <mp < k< |Al. Provamos agora as
afirmacdes referentes a X. As afirmagfes sobre Y séo provadas analogamente.

PS(m;) é a soma de prefixos minima em M. Se n é o menor valor em
Jmy, j], tal que PS(n) é maximo, entdo A, é uma Prl-subseqiiéncia de X. Pelo
Lema 2, A7, deve estar contida em uma X-maximal. Esta X-maximal € uma
Prl-subsequéncia de Z, portanto, ela deve estar contida em uma Z-maximal,
gue so6 pode ser M. Por esta razao e pela escolha de n, vemos que APn1 é uma
X-maximal que é um prefixo de M.

Qualquer X-maximal que esta a esquerda de M é uma Prl-subseqiiéncia.
Se ela ndo é uma Z-maximal, entdo existe uma Prl-subseqiiéncia de Z que
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a contém, e a maximalidade em X proibe esta Prl-subseqiiéncia maior estar
contida em X. Portanto, esta Prl-subseqiiéncia sobrepde X e Y, contradizendo
a unicidade de M.

O

O Lema 4 é importante para o algoritmo sequencial, pois ele mostra que
€ possivel construir MList(A) de forma incremental. Tendo um prefixo X de
A e suas subsequéncias maximais, podemos estender este prefixo para a di-
reita, preservando algumas das X-maximais, e eventualmente criando uma ou-
tra subseqiiéncia maximal que envolve a extensdo e as X-maximais mais a
direita. O algoritmo seqguliencial concatena simplesmente um outro nimero a X
em cada passo, portanto |Y| = 1. Mostraremos estes detalhes em breve.

O Lema 4 é também importante para o algoritmo paralelo a ser apresen-
tado. A sequéncia A é dividida em subseqliéncias que séo tratadas separada-
mente. Suas subseqiiéncias maximais sdo usadas mais tarde para obter as
A-maximais.

O algoritmo paralelo trata do seguinte subproblema: dada uma subseqién-
cia X de A e sua lista de subseqliéncias maximais MList(X), achar, se pos-
sivel, uma X-maximal que é um prefixo (ou sufixo) de uma A-maximal maior.
Isso claramente envolve MList(X) e o restante da A. Entretanto, algumas X-
maximais ndo precisam ser consideradas como possiveis prefixos ou sufixos
de A-maximais maiores, ndo importando o que esté fora de X. A eficiéncia do
nosso algoritmo paralelo esta baseada nessa importante nogdo. Portanto, va-
mos formaliza-la nas definicbes e lemas seguintes. Iremos primeiro tratar de
candidatos a prefixos.

Definigdo 3 ( PList(X)) Dada uma subsequéncia X de A, PList(X) é a lista or-
denada de todas as X-maximais, com a exceg¢ao daquelas X-maximais M para
as quais uma das duas condi¢8es seguintes estéa satisfeita.

1. Min(M) > PS(R(X)) ou
2. existe uma X-maximal N & direita de M tal que Min(M) > Min(N).

Os elementos de PList(X) estdo indexados comegando com 1 com a sub-
seqgliéncia mais a esquerda.

Informalmente, PList(X) nos d& a lista de todas as X-maximais que s&o
potenciais candidatos para ser juntadas a direita para dar origem a maximais
maiores. Note que excluimos de PList(X) aquelas X-maximais (satisfazendo
as condicdes 1 e 2) que nunca podem fornecer maximais maiores. Considere
X = A}* da sequiéncia usada como exemplo (ver Figuras 1.1 e 1.2 e Figura 1.3).
Ha quatro X-maximais, a saber, A}, A2, Al}, e AL3 (indicadas pelas primeiras
quatro caixas retangulares da Figura 1.3). Aé ndo pertence a PList(X) por
causa da condicéo 1. Al} ndo pertence a PList(X) por causa das condigdes 1
e 2. Portanto, PList(X) = (A, Al).

10
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PR A2 N e
\‘\@\% - \%\ i \ \%\ M candidatos-a-sufixos

& candidatos-a-prefixos

Figura 1.4. Representacdo grafica de uma seqiéncia X,
MList (X), PList(X) e SList(X). A primeira (Gltima) maximal
ndo € um candidato a sufixo (prefixo) por causa da pri-
meira condi¢do da definicdo. As outras maximais que
ndo sdo candidatas recaem na segunda condigdo. As
linhas descendentes representam sequéncias de nime-
ros ndo-positivos.

Lema5 Se X é uma subsequénciade A, PList(X) contém todas as X-maximais
que podem ser um prefixo préprio de uma A-maximal.

Prova: Para uma X-maximal M, qualquer uma das duas condi¢es na Defini-
cdo 3 implica a existéncia de i € |L (M) ,R(X)], tal que PS(L (M)) > PS(i). Assim
sendo, nenhuma A-maximal pode estender de M passando R(X), porque ela
iria violar a Propriedade Prl. Portanto, as X-maximais removidas de PList (X)
nao séo prefixos proprios de qualquer A-maximal.

Lema 6 SeM éumasequénciaem PList(X) ei€]L(M),R(X)], entdo Min(M) <
PS(i), isto &, AIF_Q((;(A)) € um Prl-prefixo.

Prova: Suponha que seja possivel achar um i no intervalo especificado tal que
PS(L (M)) > PS(i). Pegue o maior i possivel. A Condicdo 1 da Defini¢gdo 3 néo
iria permitir M em PList(X) se i = R(X), assim i < R(X). A escolha de i garante
que PS(i + 1) > PS(i), assim At ¢ uma Prl-seqiiéncia, e ela deve estar contida
em alguma X-maximal N (conforme o Lema 2). N tem que estar a direita de
M e Min(M) > PS(i) > Min(N), mas entdo a Condicédo 2 da Definicdo 3 nédo
permitiria M em PList (X), uma contradigo.

]

Lema7 SeM é umasequénciaem PList(X) ei €]R(M),R(X)], entdo Max(M) >
PS(i).

11
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Prova: Suponha que seja possivel achar um i no intervalo especificado, tal que
Max(M) < PS(i). Pegue o menor i possivel. Pegue o maior valor de j, tal que
L(M) < j<ie PS(j) seja minimo no intervalo. Fica claro pelo Lema 1 que Aij
tem a Propriedade Prl. Portanto, ha uma X-maximal N que a contém. Como
X-maximais distintas ndo podem sobrepor-se (Lema 3), N deve estar a direita
de M. Pela escolha de j devemos ter Min(N) < Min(M), mas entdo M n&o deve
estar em PList(X) pela condi¢do 2 da Defini¢éo 3, uma contradicéo.

O

Uma consequéncia direta dos lemas anteriores é que PList(X) estad em
ordem no-crescente de Max(.) e em ordem estritamente crescente de Min(.).
A Figura 1.4 ilustra PList(X) (e SList(X), a ser definido em breve).

Para o algoritmo paralelo precisamos de uma definicdo similar para pos-
siveis sufixos de A-maximais. A definicdo e os lemas correspondentes sdo
agora dadas, sem provas, que sdo semelhantes as anteriores. Note o papel
intercambiavel de Max(.) e Min(.), “esquerda” e “direita” etc.

Definigdo 4 ( SList(X)) Dada uma subseqiiéncia X de A, SList(X) € uma lista
ordenada de todas as X-maximais, com a excec¢do daquelas X-maximais N
para as quais uma das duas condi¢des seguintes esta satisfeita.

1. Max(N) < PS(L(X)) ou
2. existe uma X-maximal M a esquerda de N tai que Max(N) < Max(M).
Os elementos de SList(X) estdo indexados comegando com 1 com a sub-

seqliéncia mais a direita.

Lema 8 Se X é uma subsequénciade A, SList(X) contém todas as X-maximais
que podem ser um sufixo préprio de uma A-maximal.

Lema 9 Se N é uma seqiiéncia em SList(X) e i € [L(X),R(N)[, entdo PS(i) <
Max(N), isto é, AE((;‘; é um Prl-sufixo.

Lema 10 Se N é uma sequéncia em Sist(X) e i € [L(X),L(N)[, entdo PS(i) >
Min(N).

Note que no maximo uma X-maximal pode pertencer simultaneamente a
PList(X) e SList(X), a saber, a subseqiiéncia maxima de X. Qualquer outro
elemento de SList(X) deve estar a esquerda de qualquer outro elemento de
PList(X). Ver a Figura 1.4 para uma ilustracdo de PList(X) e SList(X) (onde
estas listas séo disjuntas).

12
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1.2.4. O algoritmo sequencial

Apresentamos agora o Algoritmo 1, uma versdo modificada do algoritmo
sequencial de Ruzzo e Tompa [30]. Ha varias diferencas entre o Algoritmo 1 e
o original de [30]. O procedimento é apresentado de forma mais explicita aqui,
fazendo uso de arrays para facilitar a analise e usando um nivel de aninha-
mento de lagos a menos, mas as idéias principais e o0 desempenho permane-
cem os mesmos. Também deixamos explicita a construcéo de PList(.), o qual
€ implicitamente usado no algoritmo original de Ruzzo e Tompa como uma lista
ligada auxiliar.

Algorithm 1 Subseqiiéncias Maximais (Algoritmo Sequencial)
Require: Sequéncia A= (ag,a,... ,a|A|)
Ensure: Arrays Ml e Pl, com np, e np elementos, respectivamente. s guarda a
soma de prefixos.
1 Np«0,np«0,s<0
2: fori—1alAl do

3 S—S+g
4. if g <0then
5: while np > 0 and Min(MI[PI[ny]]) > s do
6: np < Np — 1 {Pop candidatos a prefixos}
7 end while
8: endif
9: if 4 >0then
10: {Push nova sequiéncia formada por a somente (dado parcial, podendo
ser descartado)}
11: Nm+<— hm+1
12: Min(MI[nm]) < s— & {s anterior}
13: L(MI[nm]) —i—-1
14: Plnp+ 1] < nm
15: while np >0 e Max(MI[PI[np]]) <s do
16: np < Np— 1{Pop candidatos a prefixos, procurando pelo melhor para
juntar com g}
17: end while
18: np — np + 1
19: {PI[np] € o melhor candidato a prefixo}
20: nm < PI[np] {Pop seqliéncias}
21: {Complete o dado da sequiéncia do topo}
22: R(Ml[nm]) « i
23 Max(Ml[Ny]) < s
24:  endif
25: end for

A entrada do algoritmo é a seqiiéncia A e a saida é MList(A) (ou simples-
mente indicada como MI no algoritmo) e PList(A) (ou simplesmente Pl). Am-

13
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bas as listas sdo implementadas como arrays com o primeiro indice 1 e usadas
como pilhas com indice 1 referindo-se ao fundo da pilha. Pl irhd armazenar os
indices dos elementos em MI enquanto que MI ira armazenar os dados sobre
as A-maximais (L (.), R(.), Max(.) e Min(.)).

Teorema 2 Dada uma seqliéncia de nimeros A, Algoritmo 1 computa MList (A)
e PList(A) corretamente usando O(|A|) tempo e espaco.

Prova: Vamos provar que ao final de cada itera¢édo do lago na linha 2 Ml e Pl
representam MList (A}) e PList (A}), respectivamente. Note que no comego da
primeira iteragdo temosi=1e Ag € a subseqtiéncia vazia. Tanto Ml como PI
sdo vazias, representando MList (A) e PList (AJ).

Considere X = Aio‘l eZ= A'0 Mostramos agora que o corpo do lago constroi
MList(Z) e PList(Z) baseado em MList(X) e PList(X). Apo6s a linha 3, s=
PS(R(Z)) e s—a; = PS(R(X)).

Usando o Lema 4, procuramos por uma Z-maximal Gnica que sobrepfe X e
terminaem g. Se a; € ndo-positivo, entdo pelo Lema 1 ele ndo pode ser o sufixo
de qualquer maximal, assim MList(Z) = MList(X). Baseado nisso, PList(Z)
deve ser o mesmo que PList(X), exceto para as X-maximais que devem ser
removidas de acordo com a primeira condigdo da Definigdo 3. Portanto, o
laco na linha 5 remove todas as Z-maximais que tém Min(.) ndo menor que
PS(R(Z)).

Se g > 0, entdo ele deve ser incluido em alguma Z-maximal. Linhas 11 até
14 introduzem uma nova sequéncia, contendo somente g, em Ml e Pl. Esta
seqliéncia ndo € necessariamente uma Z-maximal. Somente os dados que se
referem ao inicio desta seqtiéncia (L (.) e Min(.)) sdo introduzidos em MI. Agora
0 algoritmo procura pela maior Prl1-subsequéncia possivel de Z que contém a;,
isto é, uma Z-maximal.

Aplicando os Lemas 4 e 5 a Z, os possiveis prefixos para esta Z-maximal
s&o os elementos de PList(X) (ou & propriamente). Pelo Lema 6, se M é uma
seqiiéncia em PList(X), entdo A'L‘“\l,l) € um Prl-prefixo. A seqiiéncia formada
por g sozinho é um Prl-sufixo. Assim sendo, podemos aplicar o Corolario 1:
Ai|_<M) é uma Prl-subseqiiéncia se e somente se Min(M) < PS(i — 1) e Max(M) <
PS(i). A primeira desigualdade é vélida pela Definicdo 3 (ver a Condigdo 1). A
segunda desigualdade requer uma busca em PList (X).

Pelo Lema 7, se um elemento M de PList(X) satisfaz a segunda desigual-
dade, todos os elementos a direita de M também satisfazem. Estamos interes-
sados no elemento mais a esquerda de PList(X) que satisfaz & desigualdade,
pois ele leva & maior Prl-sequiéncia possivel. O lago na linha 15 faz uma busca
por esta seqiiéncia. Uma vez encontrada, o dado relativo ao seu final (R(.) e
Max(.)) € mudado para refletir a extensdo da sequéncia até g (linhas 22 e 23).
Todas as sequéncias em MList(X) de M ao final de MList(X) sdo descartadas
e substituidas pela nova seqliéncia (linha 20) e as seqliéncias a esquerda de
M sdo mantidas, de acordo com o Lema 4.
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Finalmente, note que o algoritmo remove de Pl somente as seqiiéncias
gue eram absorvidas pela nova seqiiéncia, que ainda esta no array. Pela De-
finicdo 3, ndo ha razdo em remover qualquer das outras seqiéncias, pois ne-
nhuma nova sequiéncia com o menor Min(.) foi introduzida e PS(Z) é maior que
PS(X) (g > 0), assim terminamos com Pl = PList(Z).

Note que o lago na linha 15 pode falhar no primeiro teste, indicando que
nenhum elemento de PList (X) pode ser um prefixo proprio de uma Z-maximal.
Neste caso, a seqiiéncia introduzida nas linhas 11 até 14 é usada como M no
paragrafo anterior. PList(Z) é igual a PList(X), com a incluséo desta Ultima
sequiéncia. Nenhuma outra seqiiéncia necessita ser eliminada.

Vamos provar que o algoritmo usa somente O(|A|) tempo e espaco. MI
e Pl tém aproximadamente |A|/2 elementos no pior caso. Fica claro entdo a
linearidade no espaco. O lago principal na linha 2 executa |A| itera¢cdes. Cada
comando neste lago executa claramente em tempo constante, exceto os lagos
nas linhas 5 e 15. Usando analise amortizada, observamos que np nunca fica
negativo. E facil observar que o nimero total de iteracdes executadas por estes
dois lagos é limitado pelo nimero de vezes np € incrementado na linha 18, que
€ O(|A|). Concluimos que o algoritmo executa em O(]A|) tempo e espago.

1.2.5. O algoritmo paralelo

Apresentamos nas préximas secdes o algoritmo BSP/CGM para achar to-
das as subseqiiéncias maximais de uma seqiiéncia A usando p processadores,
denominados de R, i € [1,p]. Supomos que A esta dividida em p subsequén-
cias, cada uma de tamanho | = [|A]/p], exceto a Ultima, que pode ser menor.
Denotamos estas subseqiiéncias por AP = A:i(i,l)-

No inicio do procedimento, para todo i € [1, p] AP; ja esta armazenado na
memdria local do processador P. No final do procedimento, o processador
P contera a informacéo (posicdo e pontuacédo) de todas as A-maximais que
comecam ou terminam dentro de AP;.

O algoritmo paralelo proposto obtém todas as subseqiiéncias maximais
de uma sequéncia A distribuida nas p memorias locais) em tempo O(]A|/p),
usando O(]A|/p) espago local e O(1) rodada de comunicacéo.

1.2.6. Obtencédo das maximais locais
Os resultados da Se¢éo 1.2.4 sdo resumidos no seguinte lema.

Lema 11 Em O(|A|/p) tempo e espaco e usando uma rodada de comunicagio
de tamanho O(p) (ou seja, O(p) dados s&o transmitidos), cada processador P
(i € [1, p]) pode obter a seguinte informacéo:

e suas listas locais de maximais (MList (AP;)), candidatos a prefixos (PList (AP}))

e candidatos a sufixos (SList (AP})).
e PS(L(APj)), Min(AP;) e Max(APj) para todo j € [1, p].
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Prova: Quando executado por processador B, Algoritmo 1 fornece MList (AP;),
PList (AP;) e Score(AP;), mas, sem a informagao dos outros processadores, ele
tem que supor que PS(L (AP;)) = 0. O valor real ndo é importante para a cons-
trucdo das listas, mas ele devera ser adicionado aos valores das somas de
prefixos nestas listas.

Usando a Definicdo 4, uma simples varredura em MList(AP;) fornece
Sist(AP;). Esta varredura permite a obtencéo de Min(AP;) — PS(L (AP;)) e
Max(AP;) — PS(L (AP))).

Os dois ultimos valores e Score(AP;) podem ser enviados a todos os pro-
cessadores em uma rodada de comunicacéo de tamanho O(p). Todos os pro-
cessadores terdo Score(AP;j) paratodo j € [1, p| e poder&o calcular PS(L (APj)),
Min(APj) e Max(AP;) paratodo j € [1, p]. Isso pode parecer ineficiente, mas sob
nossas consideracgées, € melhor do que paralelizando esta operagéo simples e
gastando mais tempo em comunicacao.

Cada processador pode entdo atualizar os valores das somas de prefixos
nas suas trés listas de resultados. E facil ver que todas as operacées descritas
aqui podem ser feitas em O(]A|/p) tempo e espago.

1.2.7. Procedimento bésico para juntar listas de maximais

Mostramos agora como MList(Z) pode ser obtida de MList(X), MList(Y),
PList(X) e SList(Y) quando Z = (X,Y). O procedimento mostrado aqui é a base
do nosso algoritmo paralelo, mas o leitor deve ser avisado de que o algoritmo
ndo esta baseado nos passos sucessivos de jun¢do dois-a-dois de subseqiién-
cias. Uma tal estratégia iria dar origem a O(log p) rodadas de comunicagéo e
resultaria em um ganho (speed-up) sublinear. Mostraremos mais tarde como os
dados parciais descritos na Secéo 1.2.6 s&o usados numa operagao de jungéo
global, com um namero constante de rodadas de comunicagao.

O lema seguinte apresenta a condigdo para duas subseqiiéncias maximais
locais serem juntadas para formar uma maior.
Lema 12 Dados M € PList(X) e N € SList(Y), Afé"\\?) é uma Prl-subseqléncia
se e somente se Min(M) < Min(N) e Max(M) < Max(N).
Prova: Sejam=L(M),| =R(X)=L(Y),n=R(N). Os Lemas 6 e 9 estabelecem
que Al e A" séo respectivamente um Prl-prefixo e um Prl-sufixo. Os Lemas 7

e 10, juntamente com o Lema 1, aplicados a M e N, estabelecem que Max(M) =
Max(A},) € Min(N) = Min(A"). O lema segue do Corolario 1 aplicado a A}, =

(A A
a
Os Lemas 5 e 8 mostram que podemos procurar por uma Z-maximal que

sobrepde X e Y usando somente PList(X) e SList(Y). Algoritmo 2 faz isso.
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Usamos Pl = PList(X) e 9 = SList(Y), indexando-os como indicados nas Defi-
nicdes 3 e 4. O algoritmo retorna os indices dos candidatos a prefixos e sufixos
escolhidos da nova Z-maximal. Neste algoritmo usamos os elementos de Pl e
9 das sequiéncias reais, ndo como indices a listas de maximais, por simplici-
dade.

Algorithm 2 Junc¢é&o de duas Listas de Maximais

Require: Listas Pl e 9, com |Pl| e |9]| candidatos, respectivamente.
Ensure: Flag f que indica se uma nova maximal foi achada, com os indices ip
e is dos candidatos que definem esta maximal.
1 ip—1lis«1, f«false
2: while ip < |Pl|andis < |9] and not f do

3. if Max(Pl[ip]) > Max(S[is]) then
4: ip — ip +1
5. elseif Min(Pl[ip]) > Min(S[ig]) then
6: ig—is+1
7:  else
8: f — true
9: endif
10: end while

Lema 13 Dados Z = (X,Y), Pl = PList(X) e 9 = SList(Y), Algoritmo 2 obtém a
Unica Z-maximal que sobrepde X e Y, se ela existir, em O(|PI| + |9|) tempo e
O(1) espaco adicional.

Prova: As complexidades de tempo e espaco do Algoritmo 2 sdo claramente as
indicadas. Precisamos entretanto provar que ele realmente acha a Z-maximal,
se ela existir. Note que, pelo Lema 4, esta Z-maximal € Unica.

Provamos por inducdo a seguinte afirmagdo: no momento em que o teste
do laco é executado, nenhuma Z-maximal existe com prefixo PI[i] comi € [L,ip[
ou com sufixo §j] com j € [1,is[.

A afirmacdo é claramente verdadeira para o primeiro teste, uma vez que
ndo ha candidatos a prefixo ou sufixo no intervalo especificado. Suponha a
afirmacéo verdadeira para uma particular iteragdo. O comando condicional
dentro do lago sera executado como se segue: se 0 primeiro teste resultar em
true, entdo ndo ha candidatos a sufixos restantes em S com Max(.) maior que
Max(Plip]) (Lema 9). Pelos Lemas 8 e 12 e a hipétese de indugéo, concluimos
que Pllip] ndo é um prefixo préprio de qualquer Prl-subsequéncia vélida de Z,
assim ip € aumentado e a afirmagéo permanece verdadeira. A anélise para o
caso em que o segundo teste resultar em true € similar.

Se o laco termina com f = false, entdo ndo ha nova Z-maximal. Se o laco
termina com f = true, entéo Pl[ip] e S[ig| satisfazem as condi¢bes do Lema 12
e, portanto, definem uma Prl-subseqliéncia de Z. A afirmacéo que acaba de
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ser demonstrada mostra que ndo ha outra Prl-subseqiiéncia que pode conter
propriamente aquela definida por Pl[ip] e S[ig]. Assim, esta subsequiéncia tem
a Propriedade Pr2 e é uma Z-maximal.

1.2.8. Rotulando ( Tagging) os candidatos locais

O algoritmo paralelo executa um passo de juncdo ou unido, usando um
namero constante de rodadas de comunicacao, envolvendo todas as maximais
locais achadas por cada processador no passo local. O passo de juncado é
baseado na simples observacdo de que uma maximal ndo-local deve comegar
dentro de algum AP; e terminar em algum APj com 1 <i < j < p. Portanto, ela
deve ter alguma sequéncia em PList(AP;) como prefixo e alguma sequéncia
em SList (AP;}) como sufixo.

O problema é achar um conjunto relevante de Pr1-subsequéncias de A que
cruzam fronteiras de processadores. Por relevante queremos dizer que to-
das as A-maximais que cruzam fronteiras de processadores devem estar con-
tidas neste conjunto. Num ultimo passo teremos que somente escolher as
Prl-subsequiéncias que nado estdo contidas numa outra.

Dizemos que um candidato a prefixo e um candidato a sufixo casam ou
combinam (match) se eles definem uma Prl-subseqiiéncia de A. A definicdo
seguinte estabelece as condicdo de um casamento.

Lema 14 ParaM € PList(APj) e N € SList(AP);, 1<i<j<p, AE((,\'\,")) (a seqiién-
cia que tem M como prefixo, N como sufixo e contém APy, i <k < j) é uma Prl-
subsequéncia se e somente se Min(M) < Min(N), Max(M) < Max(N), Min(M) <
min; «k<j Min(APy) e Max(N) > max; <k j Max(APy).

Prova: A prova é analoga a do Lema 12. As condigfes extras envolvendo APy,
i <k< j, estdo relacionadas ao Lema 1.

O

Depois do passo local descrito na Segéo 1.2.6 os processadores ndo po-
dem determinar quais candidatos combinam, pois eles somente tém acesso a
suas proéprias listas de candidatos. Entretanto, dado um particular candidato a
prefixo ou sufixo, as condi¢gbes extras do Lema 14 permitem a determinagéo
dos processadores onde um casamento para este candidato pode ser achado.
Assim, o primeiro passo na operacdo de juncdo global é rotular (tag) cada
candidato com o(s) nimero(s) do(s) processador(es) que pode(m) conter um
tal casamento para ele. Veremos que cada candidato recebe no maximo um
rétulo, com algumas poucas exce¢des a serem vistas.

Veremos como rotular o candidato a prefixo de AP;. O caso para candida-
tos a sufixos é analogo. Para simplificar a discussdo, vamos considerar uma
lista de possiveis rotulos para estes prefixos, denominados PTagList(i). Esta
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lista & construida como se segue. Inicialmente, PTagList(i) contém um ele-
mento correspondendo a cada processador com nimero maior que i. Para
o processador j € Ji,p] um elemento T conterd a seguinte informacéo: o nu-
mero do processador representado por tag(T) = j (o préprio rétulo), a ma-
xima e a minima das somas de prefixos dentro da subseqiiéncia correspon-
dente de A, Max(T) = Max(AP;) e Min(T) = Min(AP;). T contera também a mi-
nima das somas de prefixos em todas as seqiiéncias locais de AP 1 a APj_i:
Min(T) = minick<j Min(APy) (o if j =i+1). Min«(T) sera (til na busca por rétu-
los de acordo com o Lema 14. A lista inteira de rétulos é facilmente construida
em tempo O(p).

Desta lista eliminamos os elementos que tém um rotulo tal que existe |,
i <] <ke Max(APj) > Max(APy). Isso se deve ao fato de que qualquer candi-
dato a sufixo N € SList (APy) teria Max(N) < Max(APy) < Max(APj), ndo sendo
combinavel com qualquer candidato a prefixo de AP; (Lema 14). A eliminagdo
de todas as seqiiéncias nesta condicéo leva tempo O(p).

A lista final é indexada em ordem decrescente de acordo com tag, come-
cando com o indice 1. Esta indexag&o € usada para tornar PTagList(i) seme-
lhante a uma lista de candidatos a sufixos. O algoritmo de rotulamento (tag-
ging), a ser apresentado em breve, é similar ao Algoritmo 2.

Baseado no que foi apresentado, afirmamos o seguinte.

Afirmacdo 1 Para qualqueri € [1,p|, PTagList(i) contém todos os rétulos que
representam sequéncias locais que podem ter um candidato a sufixo que casa
com algum candidato a prefixo de AP;. A indexagéo de PTagList(i) € em ordem
decrescente de tag(.), uma ordem (estritamente) decrescente de Max(.) e uma
ordem n&o-decrescente de Minx«(.).

Vamos considerar o rotulamento de um particular candidato a prefixo M.

Observacdo 1l Quando comparando M com algum T € PTagList(i), os casos
seguintes podem ocorrer:

Caso1l Max(M) > Max(T). Isso desqualifica tag(T) para M (Lema 14). Como
PTagList(i) € ordenado em ordem decrescente de Max(.), os seguintes rétulos
em PTagList (i) sdo também desqualificados.

Caso 2 Max(M) < Max(T). Ha dois casos a considerar:

Case 2.i Min(M) > Min«(T). Isso desqualifica tag(T) para M (de novo pelo
Lema 14). Como PList (AP;) é ordenado em ordem crescente de Min(.) (Lema 6),
tag(T) estd também desqualificado para os seguintes candidatos a prefixos de
AP;.

Case 2.ii Min(M) < Min«(T). Ha possibilidade de casamento, entéo tag(T) é
um rétulo valido de M. Entretanto, se Min(M) < Min(T), entéo fica assegurado
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3,2

AR P%MS

1 2 3 4 5 5 4 - 3 2 - 1
Figura 1.5. Representacdo grafica dos resultados do
procedimento de rotulamento ( tagging). Consideramos
o rotulamento de elementos de  PList(AP;), representa-
dos com barras sombreadas a esquerda. As barras mais
escuras (cor cinza) a direita representam os dados de
outros processadores. Os numero abaixo das barras re-
presentam os indices em PList(AP;) e PTagList(1) (quando
aplicavel). O primeiro candidato a prefixo ndo tem rotu-
los devido ao caso 1 da Observacdo 1. O segundo re-
cebe rétulo 8 baseado no caso 2.ii. O terceiro rejeita ré-
tulos 6 e 8 baseados no caso 2.i, e é rotulado 5 baseado
no caso 2.ii. O quarto recebe dois rétulos e bloqueia o
rotulamento do quinto candidato a prefixo baseado no
caso 2.ii.

que havera um casamento entre M e um candidato a sufixo em APy, (a sa-
ber, N com Max(N) = Max(T)). Isso desqualifica todos os rétulos seguintes em
PTagList (i), pois eles levariam a sequiéncias que ndo podem ser maximais, uma
vez que eles sobreporiam a Prl-subseqiiéncia que certamente existe. Além
disso, os candidatos a prefixos seguindo M em PList(AP;) levardo a sequén-
cias que ndo podem ser A-maximais, assim eles ndo precisam ser rotulados.

Figura 1.5 ilustra o rotulamento de candidatos a prefixos e exemplifica os
trés casos acima. Algoritmo 3 contém o procedimento de rotulamento para os
candidatos a prefixos de PList(AP;), chamados por simplicidade de PI.
PTagList(i) € chamado de TI por simplicidade e é pré-processado de acordo
com a Afirmacgéo 1.

Lema 15 Parai € [1,p| é possivel rotular todos os elementos de PList(AP;) e
SList(AP;j), baseado nos valores de Max(AP;) e Min(AP;j) para todo j € [1,p].
Cada rétulo indica qual processador pode conter um casamento para um de-
terminado candidato. Cada candidato é rotulado no maximo uma vez, com no
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maximo duas excecdes por processador. O tempo necessario € O(|A|/p) e 0
espaco necessario é O(p).

Prova: A prova é baseada no Algoritmo 3 e na Observagéo 1. Primeiro mostra-
mos que Algoritmo 3 rotula corretamente todos os candidatos a prefixos pela
demonstracéo da seguinte afirmagéo invariante: no momento do teste do lago,
todos os elementos de PList(AP;) com indice menor que ip receberam todos
os rétulos que podem ser recebidos, e todos os elementos de PTagList (i) com
indice menor que it foram usados para rotular todos os possiveis candidatos.

A afirmacdo é obviamente verdadeira na primeira vez em que o teste é
realizado. Suponha a afirmacao verdadeira no inicio de uma iteragdo do lago.
Trés casos podem ocorrer:

e linha 4 é executada, pois Max(Pl[ip]) > Max(Tl[it]) e caso 1 se aplica.
N&o mais rotulamentos podem ser aplicados a Pl[ip], e assim ip é incre-
mentado e a invariante permanece verdadeira.

e linha 6 é executada. Caso 2.i se aplica, entéo Tl|it] ndo pode ser usado
para rotular qualquer candidato a prefixo, permitindo o incremento de it.

e linha 8 € executada. Caso 2.ii se aplica e Pl[ip] é rotulado com tag(TI[it]).
Além disso, se Min(PI[ip]) < Min(Tl[it]), ent&o, ainda devido ao caso 2.ii,
o lago termina e ndo mais rotulamentos séo feitos.

Algorithm 3 Rotulando (Tagging) uma Lista de Candidatos a Prefixos
Require: Listas Pl e Tl, com |Pl| e |TI| elementos, respectivamente.
Ensure: Rotulamento dos elementos de PI.
Lip+—1it—1f—false
2: while ip < |Pl|and iy <|Tl| and not f do

3. if Max(Pl[ip]) > Max(Tl[i¢]) then
4: ip — ip +1

5. elseif Min(Pl[ip]) > Min«(TI[i]) then
6: it —it+1

7: else

8: tag Pl[ip] with tag(TI{it])

9: if Min(Pl[ip]) < Min(Tl[i¢]) then
10: f —true
11: end if
12:  endif
13: end while

Portanto, Algoritmo 3 executa o rotulamento corretamente. O tempo reque-
rido € O(|PI|+ |TI|) = O(|A|/p+ p) = O(]A|/p), incluindo o tempo para construir
PTagList(i). O espago necessério é O(p), para PTagList(i). Um procedimento
semelhante pode ser feito para SList(AP}).
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Suponha agora que um candidato a prefixo Pl [i’p] é rotulado duas vezes,

baseado em TI[i{] e TI[i{ +1]. (E facil de provar o fato de que os rétulos s&o
consecutivos.) O rotulamento ocorre somente na linha 8. Para o segundo
rétulo, fica claro que Min(Pl[ip]) < Min(TI[i{ +1]), uma vez que o primeiro rotu-
lamento ocorre, pois Min(Pl[ip]) < Min«(TI[i{]) <Min(TI[i{ +1]). Assim, quando
um candidato a prefixo recebe o segundo rétulo o lago termina. Algo seme-
Ihante pode ocorrer a um candidato a sufixo, dando origem a segunda excecao
da regra “um rétulo sé”.

1.2.9. Obtendo Prl-subseqiiéncias entre-processadores

Depois do procedimento de rotulamento descrito na sec¢é@o anterior, cada
candidato a prefixo/sufixo pode ser associado a dois outros processadores:
aguele que o contém e o especificado no rétulo. Alguns candidatos ndo tém
rétulos e podem ser ignorados. Alguns poucos candidatos tém dois rétulos e
tém que ser duplicados para a proxima fase.

A proxima fase envolve a verificagdo da existéncia de Prl-subseqiiéncias
entre-processadores de A, isto é, Prl-subseqiiéncias que comecam dentro de
AP; e terminam dentro de AP;j para algum par (i,]), 1<i < j < p. Isso é feito
pela verificagcdo dos elementos de PList(AP;) que sdo rotulados com j e ele-
mentos de SList (APj) que s&o rotulados com i. Estes elementos devem estar
na memdria local de um s6 processador para verificagdo pelo Algoritmo 2. A
regra para escolher qual processador faz a verificagéo € simples: aquele cuja
lista de candidatos é maior recebe os dados do outro processador. Caso am-
bas as listas tenham o mesmo tamanho, uma regra deterministica qualquer é
usada para desempatar. Por exemplo, uma regra pode ser: se i+ j € par, entdo
R, faz o trabalho de verificagéo, sendo P; o faz.

Isso pode ser feito para todos os pares de processadores usando duas ro-
dadas de comunicacdo. Na primeira rodada, cada processador B, envia para o
processador Pj # B o nimero de rétulos j que foram usados em PList (AP;) ou
SList(AP;). Cada processador envia um nimero para cada um dos outros pro-
cessadores, assim o tamanho da rodada de comunicagdo € O(p). Com esses
dados, cada par de processadores entra em acordo sobre qual processador
deve receber os dados do outro. Esses dados s@o enviados numa préxima
rodada de comunicagéo.

Note que cada processador pode enviar/receber no méximo o nimero de
dados presentes nas suas proprias listas de candidatos a prefixos/sufixos. Por-
tanto, esta rodada de comunicag&o tem tamanho O(|A|/p).

Cada processador entdo busca por Prl-subseqiiéncias que comeg¢am ou
terminam dentro da sua subsequéncia local de A. Consideremos a busca pela
Prl-subseqliéncias que comega dentro de AP, i € [1,p[. Para cada j € Ji,p],
processador B usa Algoritmo 2 para achar a maior Prl-subseqiiéncia com ex-
tremidades em AP; e AP; (supondo que este processador, e ndo Pj, foi sele-
cionado para fazer o trabalho). Os candidatos a prefixos sdo os elementos
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de PList(AP;) que foram rotulados com j (digamos que ha r tais elementos)
e os candidatos a sufixos que foram enviados pelo processador Pj (s elemen-
tos). Pelo Lema 13 o tempo requerido é O(r +s). Este procedimento deve
ser repetido pelo processador R para todo j € Ji, p], levando um tempo total
de O(|PList(AP;)|). Um procedimento similar deve ser feito por P para todo
j € [1,i[, levando tempo total O(|SList (AP;)|). O procedimento inteiro leva tempo
O(|Al/p).

Quando procurando por Prl-subsequéncias que comecam dentro de AP;,
processador R deve primeiro buscar as seqliéncias que terminam em APp e
prosseguem descendo até AP;, 1. Quando uma Prl-subseqiiéncia é achada o
procedimento pode parar, pois as proximas Prl-subseqliéncias estariam con-
tidas na primeira. Isso significa que cada processador ir4d achar no maximo
duas novas Prl-subseqiiéncias, uma terminando e uma comec¢ando na sua
subseqiiéncia local de A.

Podemos agora apresentar o lema seguinte, ja provada pela discussdo
acima.

Lema 16 Depois de rotular os candidatos a prefixos e sufixos como explicado
na Secao 1.2.8, todas as Prl-subseqliéncias entre-processadores que podem
ser A-maximais podem ser achadas em tempo e espaco de O(|A|/p) e com
duas rodadas de comunicacdo de tamanhos O(p) e O(|A|/p). O nimero de
sequiéncias é no maximo 2p.

Note que algumas das novas Prl-subseqiiéncias podem nao possuir a Pro-
priedade Pr2. O importante é que o procedimento descrito ndo perca nenhuma
A-maximal possivel. O préximo passo é achar as Prl-subseqiiéncias que séo
realmente A-maximais.

1.2.10. Obtencéo das novas A-maximais

No passo final, todos os processadores enviam informacdes sobre as no-
vas Prl-subseqiiéncias encontradas. Isso envolve uma quarta rodada de co-
municacéo, de tamanho O(p) (cada processador envia no maximo duas novas
subseqiiéncias e recebe todas as subsequiéncias enviadas pelos outros pro-
cessadores). Cada processador entdo elimina a Prl-subseqiiéncia que esta
contida em uma outra Prl-subseqiiéncia. Isso pode ser redundante, mas é
melhor fazer todos os processadores fazerem esta computacdo do que gastar
uma outra rodada de comunicagéo.

Note que o procedimento descrito na secdo anterior ndo gera duas Prl-
subseqiiéncias que se sobrepfem, a menos que uma seja contida na outra. O
motivo é que se duas Prl-subseqiiéncias se sobrepdem, entdo a unido delas
(isto é, a subseqliéncia de menor comprimento que contém ambas) também é
uma Prl-subsequéncia. Isso é facilmente provado usando o Lema 1. A uni&do
€ maior que cada uma das duas subseqiiéncias que se sobrepbem, e assim
deve ter sido detectada pelo procedimento descrito antes.
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Algorithm 4 Eliminag&o de Prl-subseqiiéncias que ndo sdo A-maximais

Require: ListaL (com |L| elementos) de pares de processadores para 0s quais
h& uma Prl-subseqiiéncia entre-processador.

Ensure: Lista N (com n elementos) de pares de processadores para 0s quais
ha uma A-maximal entre-processador.

1: for k—1to pdo
2 V[K<k
3: end for
4: for k1to|L|do
5. i« menor componente de L[K]
6:  j < maior componente de L[K|
7:if j>V/[i] then
8: Vm — ]
9: endif
10: end for
11: N+ 0, k1
12: while k< pdo
13:  if V[K > kthen
14: n—n+1
15: N[N « (k,V[K])
16: k—V[K
17:  else
18: k—k+1
19:  endif
20: end while

Cada Prl-subseqiiéncia esté relacionada a um diferente par de processa-
dores. O que deve ser verificado é quais pares geraram novas Prl-subseqiién-
cias. Algoritmo 4 faz esta verificagao.

Lema 17 Algoritmo 4 acha todas as A-maximais entre-processadores baseado
na lista de Prl-subseqliéncias entre-processadores citada no Lema 16, em
tempo e espaco O(p).

Prova: Linhas 1 a 10 constroem um array V em tempo O(p+ [L|) = O(p). VI]i],
i € [1, p] armazena o maior j, para o que ha uma nova Prl-subseqiéncia que
comega dentro de AP; e termina dentro de AP;. Se néo héa tal Prl-subseqiéncia,
entéo V[i] =i.

As linhas seguintes constroem a lista de novas A-maximais N. Uma afir-
macao invariante é que na linha 12 todas as novas A-maximais que comegam
dentro de AP; para qualquer i € [1,k[ foram j& achadas. Isso certamente é ver-
dadeiro para a primeira vez que a linha 12 é executada. No corpo do laco, se o
teste na linha 13 resultar em true, entdo uma nova A maximal é achada. Todas
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as Prl-seqléncias que comecam dentro de AP; para k < i < V[K] estéo conti-
das nesta nova A-maximal e devem ser ignoradas, que é feito na linha 16. Se
o0 teste resultar em false, ndo ha nova A-maximal que comega dentro de APy;
assim k é incrementado, mantendo assim a veracidade da invariante.

]

Um passo final é feito localmente por cada processador. Examinando a lista
de novas A-maximais, processador P pode verificar se h4 uma A-maximal que
contém inteiramente a sua subseqiiéncia local AP;, que significa que seu pré-
prio conjunto local de maximais MList (AP;) deve ser descartado. Esta verifica-
¢ao pode ser feita em tempo O(p). Se had uma A-maximal entre-processadores
que comega ou termina dentro de AP;, uma Ultima varredura de MList(AP;)
pode eliminar as maximais locais que estdo contidas em uma A-maximal maior.
Esta varredura final pode ser feita em tempo O(log(|A|/p)) se MList(AP;) é
mantido em um array usado como um buffer circular e ordenado de acordo
com a posi¢do das maximais. Isso esta de acordo com o Algoritmo 1.

Assim, podemos afirmar o seguinte.

Teorema 3 Usando um CGM (Coarse-Grained Multicomputer) com p proces-
sadores, todas as subseqiiéncias maximais de uma seqiiéncia A (ja distri-
buida nas p memorias locais) podem ser achadas em tempo O(]|A|/p), usando
O(|A]/p) espaco local e O(1) rodada de comunicag&o.

Prova: A prova esta baseada nos resultados desta secéo, juntamente com os
Lemas 11, 13, 15 e 16. Note que somente quatro rodadas de comunicagéo sao
necessarias, trés das quais de tamanho O(p) e uma de tamanho O(|A|/p).

]

As conclusbes sobre a solucéo deste problema serdo dadas na Secéo 1.4,
juntamente com as sobre a solugdo do segundo problema.

1.3. Problema de subseqiiéncia comum mais longa

Dadas as cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectivamente, o pro-
blema de toda-subcadeia subseqiiéncia comum mais longa (ou all-substring
longest common subsequence - ALCS) acha os comprimentos das subseqiién-
cias comuns mais longas entre X e qualquer subcadeia de Y. Uma breve in-
troducéo ja foi feita na Secdo 1.1.2. Iremos apresentar agora os detalhes para
obter uma solugédo paralela para este problema.

1.3.1. O grafo orientado aciclico em grade (GDAG)

Assim como no problema de edi¢éo de cadeias [9, 11, 32], o problema de
toda-subcadeia subseqiiéncia comum mais longa (ALCS) pode ser modelado
por um grafo orientado aciclico em grade (grid directed acyclic graph - GDAG).
Considere duas cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectivamente. Para
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Figura 1.6. GDAG para o problema ALCS, com X = ba-
abcbca e Y = baabcabcabaca. As arestas diagonais mais
escuras tém peso 1 e as demais arestas peso 0.

ilustrar as idéias neste texto, usaremos o exemplo seguinte. Sejam X = ba-
abcbca e Y = baabcabcabaca. O GDAG correspondente tem (m+1) x (n+ 1)
vértices (ver Figura 1.6). Numeramos as linhas e colunas do GDAG comegando
com 0. As arestas do GDAG possuem pesos, definidos como se segue. Todas
as arestas verticais e horizontais tém peso 0. A aresta do vértice (i—1,j — 1)
ao vértice (i, ]) tem peso 1 se x; =yj. Se X #yj, a aresta tem peso 0 e pode
ser ignorada (ou omitida no grafo).

Os vértices da linha do topo (superior) de G serdo denotados por Tg(i), €
aqueles da linha de baixo (inferior) de G por Bg(i), 0 <i < n. Dada uma cadeia
Y de comprimento n com simbolos y; a yn, denote por Yi' a subcadeia de Y
consistindo de simbolos y; a yj.

Definimos agora o custo ou peso total de um caminho entre dois vértices.

Definigdo 5 (Matriz Cg) Para0<i < j<n, Cg(i,]j) € o custo ou peso total do
melhor caminho entre vértices Tg(i) e Bg(]), representando o comprimento da
subsequiéncia comum mais longa entre X e a subcadeia Y| ;. Sei>j (Y, é
vazia ou ndo-existente), Cg(i, j) = 0.

Valores de Cg(i, j) sdo mostrados na Figura 1.7. Por exemplo, C5(0,9) = 8.
Isso significa que o comprimento da subseqiiéncia comum mais longa entre
X = baabcbca e Y;’= baabcabca € 8. Entretanto, note que Cg(0, 10) também € 8.
Isto &, se tomarmos um simbolo a mais de Y, o comprimento da subseqiiéncia
comum mais longa ainda € o mesmo. Isso leva a defini¢cdo seguinte do conceito
de Dg, que trata dessa posi¢do mais a esquerda (no exemplo, 9 e ndo 10) para
se chegar a um valor de comprimento fixo (no exemplo 8).

Os valores de Cg(i, j) possuem a seguinte propriedade. Para um i fixo, os
valores de Cg(i, j) com 0 < j < nformam uma seqiiéncia ndo-decrescente que
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Cs(i,j)J]o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 0 1 2 3 4 5 6 6 7 8 8 8 8 8
1 o 0 1 2 3 4 5 5 6 7 7 17T 7T 7
2 0 0 01 2 3 4 4 5 6 6 6 6 7
3 0 0o 0o o1 2 3 3 45 5 6 6 7
4 0 0 0001 2 2 3 4 4 5 5 6
5 0 0 0o 0 0O 0O1 2 3 4 4 5 5 6
6 0 0 0O 0O0OO O 1 2 3 3 4 4 5
7 0 0o 0o o 00O O 0 1 2 2 3 3 4
8 o 0 0o o 0o OO O O 1 2 3 3 4
9 0 0o 0o 0o OO OO OO 1 2 3 4
10 0o o o oo 0o 00 00 0 1 2 3
11 o 0 o o 0o 00 0 OO O 0 1 2
12 0 0o 0o 0o 0OOO O OO O O 0 1
13 0 0 0O OOO OO OO O O O O
Figura 1.7. Cg correspondente ao GDAG da Figura 1.6

pode ser dada de forma implicita por apenas um desses valores de j para o
qualCg(i, j) > Cg(i, j — 1). Este fato foi usado por varios algoritmos sequienciais
para o problema LCS [10, 20, 29] e no algoritmo PRAM apresentado em [25],
que é a base do nosso algoritmo paralelo e da definicdo seguinte.

Definicdo 6 (Matriz Dg) Seja G o GDAG para o problema ALCS para as ca-
deias X e Y. Para 0<i<n, Dg(i,0) =i e para 1<k <m, Dg(i,k) indica o
valor de j, tal que Cg(i, j) =k e Cg(i,j — 1) =k—1. Se ndo ha tal valor, entdo
DG(i,k) = 00,

Implicito nesta definicdo esta o fato de que C(i, j) < m. Por conveniéncia,
definimos Dg como uma matriz com indices comegando com 0. Denotamos
por Dy, a linha i de Dg, isto é, o vetor linha formado por Dg(i,0), Dg(i,1), ...,
Dg(i,m). Como exemplo, consideramos novamente o GDAG da Figura 1.6. Os
valores de Dg(i,k) estdo mostrados na Figura 1.8.

O algoritmo proposto lida diretamente com esta representagdo. Para en-
tender a matriz Dg, considere Dg(i,k). O indice i é o indice inicial da cadeia
Y na linha de topo de G. O valor k € o comprimento desejado da subseqiién-
cia comum entre X e a subcadeia' Y comegando em i. Considere o GDAG da
Figura 1.6. Se comecgarmos da posi¢éo i da linha de topo e seguirmos para a
linha de baixo a uma posicéo dada por Dg(i, k), entdo podemos obter um ca-
minho de peso total k. De fato, Dg(i, k) fornece a posi¢céo mais a esquerda que
da o peso total k. llustraremos isso com um exemplo. Como o comprimento
da cadeia X é 8, o0 valor maximo que podemos esperar para k é, portanto, 8.
Dg(0,8) = 9. Isso significa o seguinte: no GDAG da Figura 1.6, comega com 0
indice 0 da linha de topo e pega arestas em qualquer uma das trés dire¢des:
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Dg(i,j) o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 8 9
1 1 2 3 4 5 6 8 9 o
2 2 3 4 5 6 8 9 13 o
3 3 4 5 6 8 9 11 13 o
4 4 5 6 8 9 11 13 o o
5 5 6 7 8 9 11 13 o o
6 6 7 8 9 11 13 o 0
7 7 8 9 11 13 o 00 0
8 8 9 10 11 13 o 00 0 o
9 9 10 11 12 13 o 00 )
10 10 11 12 13 o [ 0 0 00
11 11 12 13 o co 00 00 0
12 12 13 o) 0 0 o) 0 0 0
13 13 00 oo 00 00 <) 00 00 00

Figura 1.8. Dg correspondente ao GDAG da Figura 1.6.

pegando a diagonal obtemos um peso 1, enquanto que pegando as arestas
horizontal ou vertical obtemos um peso 0. Agora, se desejamos obter um peso
total 8, entdo a posi¢do mais a esquerda na linha de baixo serd 9. Assim, temos
Dg(0,8) = 9. Se fizermos i maior que 0, entdo comparamos X com a cadeia Y
comecando na posicao i.

A propriedade seguinte foi provada em [25] e é importante para nossos
resultados. Esta propriedade sugere a definicdo do conceito de V.

Propriedade 1 Para0<i<n-1, linha Digl pode ser obtida da linha DiG pela
remogéo do primeiro elemento (Di;(0) = i) e a inser¢do de apenas um novo
elemento (que pode ser ).

Definigéio 7 (Vetor Vg) Para 1 <i <n, Vg(i) € o valor do elemento finito que
esta presente na linha D5, mas n&o esta presente na linha D'G‘l. Se tal ele-
mento finito n&o existir, entdo Vg (i) = c.

Figura 1.9 mostra Vg para o GDAG da Figura 1.6. Assim, temos uma ma-
neira econdmica de armazenar Dg usando apenas espaco O(m+n). Precisa-
mos apenas armazenar a primeira linha de Dg, i.e., D%, de tamanho O(m) e
um vetor Vg de tamanho O(n).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Vo(k) o 13 11 o 7 o o 10 12 oo o© o

Figura 1.9. Vg correspondente ao GDAG da Figura 1.6
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Apresentamos o resultado seguinte sem prova. Detalhes podem ser en-
contrados em [2].

Teorema 4 Dadas duas cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectiva-
mente, é possivel resolver o problema ALCS seqiiencialmente em tempo O(mn)
e espaco O(n).

O algoritmo sequencial para ALCS é importante, pois ele sera usado no
algoritmo paralelo em cada processador, como ser3 visto.

1.3.2. A estratégia béasica do algoritmo BSP/CGM

Apresentamos agora o algoritmo BSP/CGM para o problema ALCS, dadas
duas cadeias X e Y de comprimentos me n, respectivamente. Por simplicidade,
consideramos que o nimero de processadores p seja uma poténciade 2 e m
um multiplo de p.

O algoritmo divide a cadeia X em p subcadeias de comprimento m/p que
nao se sobrepdem. O GDAG do problema original é dividido horizontalmente
em pedagos, dando origem a p GDAGs de m/p+ 1 linhas cada. Dois pedagos
consecutivos compartilham uma linha em comum. Para 0 <i < p, processador

R resolve seqiiencialmente o problema ALCS para as cadeias erg(/';j)l/p ey,
e computa o valor local de Dg. Do Teorema 4, 0 tempo necessario para os p
processadores resolverem o subproblema ALCS em paralelo é O(mn/p).

Usamos log p rodadas para juntar os resultados, nas quais pares de resul-
tados parciais (para dois pedacos vizinhos) sédo juntados para dar origem a
uma solugdo Unica com a unido dos dois pedagos. A cada passo de juncao,
0 numero de processadores associado a cada pedaco é dobrado. Apds logp
rodadas, temos a solu¢do do problema original. A soma dos tempos de todos
os passos de jungédo € O(n/m(1+logm/,/p)), como sera visto. A Figura 1.10
ilustra o processo de jungao.

G G G G
b1
P2
b3
Y2
Ps
Pe
pr
ps

b1 — D2

P1— P4

P3 — P4

P1 — DPs

Ps — De

P5 — Ps

Pr — Ds

Figura 1.10. Juntando as solugfes parciais de ALCS,
com p=38. Em cada pedaco do G indicamos os proces-
sadores usados na solu¢do do GDAG do pedaco.
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Assim, o algoritmo BSP/CGM para ALCS consiste de duas fases:

1. Cada um dos p processadores executa o algoritmo sequencial ALCS
para os seus pedacos locais e computa o Dg local.

2. Em logp rodadas pares de solu¢des contiguas sdo juntadas sucessiva-
mente para obter a solugao do problema original.

A parte mais dificil do algoritmo envolve a uniéo ou jungdo de dois pedagos
contiguos. Em particular, precisamos prestar especial atengdo no armazena-
mento de Dg usando uma estrutura de dado compacta. Com isso, também
diminuimos o tamanho das mensagens para serem comunicadas entre 0s pro-
cessadores em cada rodada de juncdo. Isso serd visto na préxima secdo. O
operador de juncéo é apresentado na Sec¢édo 1.3.4.

1.3.3. Estrutura de dados compacta para Dg

Para um GDAG G de tamanho (n+1) x (m' + 1), as duas representagdes
de Dg vistas até aqui ndo sdo adequadas. A representacdo direta em forma
de matrizes (como na Figura 1.8) apresenta muita redundancia e ocupa muito
espaco, de O(n'n), embora o acesso a qualquer valor individual de Dg(i,k),
dados i e k, possa ser feito em tempo O(1). Por outro lado, a representacéo
incremental através do uso dos vetores Dg e Vg usa somente espago O(m' +n),
mas ndo permite acesso rapido de valores individuais de Dg.

Definimos agora uma representacdo compacta de Dg, que ocupa espago
O(n/m) e permite leituras de valores individuais de Dg em tempo O(1). A
estrutura pode ser construida de DOG e Vg em tempo O(nv/). Essa estrutura
serd essencial para nosso algoritmo. A construgdo € incremental pela adi¢do
de uma linha de Dg cada vez. Os valores de Dg sdo armazenados em um vetor
chamado RDg (D¢ reduzido) de tamanho O(nl), onde | = [v/m +1].

Antes da descricdo da constru¢do de RDg, damos uma idéia de como re-
presentar uma linha de Dg. Linha DiG (0<i <n), de tamanho m' + 1, é dividida
em no maximo | sub-vetores, todos de tamanho | com a possivel exce¢do do
ultimo. Estes sub-vetores sdo armazenados em posi¢des separadas de RDg,
e precisamos de um vetor adicional de tamanho | para indicar a localizagao de
cada sub-vetor. Este vetor adicional é denotado por Loc'. A matriz (n+1) x|
formada por todos os vetores Loc (um para cada DiG) € chamada Loc. Os indi-
ces de Loc comegam em O (ver Figura 1.11). Pode-se mostrar facilmente que o
valor de Dg(i, k) pode ser obtido com Loc e RDg em tempo O(1).

Mostramos agora a construcéo de RDg e Loc. Primeiro consideramos a in-
clusdo da primeira linha D&. Cada sub-vetor de D de tamanho | ¢ alocado em
um fragmento de RDg de tamanho 2. O espacgo extra sera usado para alocar
as proximas linhas de Dg. Assim, cada sub-vetor de D% € seguido por um es-
paco vazio de tamanho |. Como teremos bastante redundancias, a inclusao da
préxima linha de Dg pode ser feita de uma forma inteligente. O vetor RDg (jun-
tamente com Loc) pode conter todos os dados de Dg em apenas O(nl) espaco,
devido ao fato de que os sub-vetores de diferentes linhas de Dg podem se so-

brepor. Com DiG ja presente, para incluir D'g'l, podemos usar a maior parte dos
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N IET TIETE [TEIT [T

RD¢ [_II]

Locit!
012 -1

Figura 1.11. Armazenando Df e DF! em RDg

dados que ja estéo na estrutura de dados. Mais precisamente, a diferenca é
que D'G+1 n&o possui o valor Di;(0) = i, mas pode ter um novo valor dado por
Vg (i+1). Alinclusdo de D'G+l (ver Figura 1.11) consiste de:

1.

Determine o sub-vetor de DiG para inserir Vg (i +1). Seja v o indice deste
sub-vetor.

. Determine a posi¢&o neste sub-vetor para inserir Vg (i + 1).

. Todos os sub-vetores de DiG+1 de indice maior que v séo iguais aqueles

de Di6, assim ja presentes em RDg. Basta fazer Loc(i + 1, j) = Loc(i, j)
forv<j<lI.

. Todos os sub-vetores de Digl de indice menores que v sao iguais aque-

les de DL, a menos de um deslocamento para a esquerda e da incluséo
de um novo elemento a direita (precisamente o elemento jogado fora do
préximo sub-vetor). Os sub-vetores podem ser deslocados para a es-
querda facilmente fazendo Loc(i +1,j) = Loc(i,j)+1para0< j<v. O
novo elemento de cada sub-vetor pode ser escrito imediatamente a di-
reita do sub-vetor, dado que h& espaco vazio para isso em RDg. Caso
contrario alocamos um novo fragmento de tamanho 2I.

. O sub-vetor de indice v € modificado de tal modo que um novo sub-vetor

deve ser alocado em RDg, com a incluséo de Vg (i +1). Loc(i+1,v) indica
a posigao deste novo sub-vetor.

Na Figura 1.11 o elemento V(i + 1) deve ser inserido no sub-vetor de indice
2. As areas mais escuras representam os dados escritos em DRg neste passo
de inclus@o. As setas pontilhadas indicam a copia de dados. A incluséo de
D'gl envolve a determinagdo de uma nova linha de Loc (tempo e espaco O(nl))
e alguns novos sub-vetores em RDg para passos 4 e 5 (tempo e espago O(nl)
numa analise amortizada).

Resumimos os resultados desta se¢do no seguinte.
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Teorema 5 Considere 0 GDAG G do problema ALCS para as cadeias X e Y.
De D% e Vg podemos reconstruir a representacdo de Dg em tempo e espago

O(nﬁ), de tal modo que qualquer valor de of Dg possa ser acessado em
tempo O(1).

1.3.4. A operagdo bésica de juncdo de duas solu¢bes parciais

A estratégia apresentada na Secdo 1.3.2 utiliza como operagao bésica a
unido ou juncao de dois pedagos contiguos para formar um pedago maior. Apés
a Ultima operagdo de juncdo obtemos a matriz Dg correspondente ao GDAG
original. Consideremos a juncéo de dois GDAGs U e L de m' + 1 linhas cada,
resultando em um GDAG G de 2m' +1 linhas. Usamos o exemplo dado para
ilustrar esta operacao.

Seja Dy correspondente a metade superior do GDAG (primeiras 5 linhas
do exemplo, da linha 0 até linha 4) e D correspondente a metade inferior do
GDAG (linhas 4 até linha 8). Dy e D estdo mostrados na Figura 1.12. Primeiro
mostramos como obter Dg usando Dy e Di. A idéia basica é a mesma usada
em [25].

Dy(i,j) o 1 2 3 4 D.(i,j) o 1 2 3
0 0 1 2 3 4 0 0 1 2 6
1 1 2 3 4 10 1 1 2 5 6
2 2 3 4 7 10 2 2 3 5 6
3 3 4 6 7 10 3 3 4 5 6°
4 4 6 7 10 o 4 4 5 6° 8°
5 5 6 7 10 o 5 5 6 8 9
6 6 7 9 10 o 6 6 7 8 9
7 7 9 10 13 o 7 7 8 9 11
8 8 9 10 13 o 8 8 9 11 13
9 9 10 11 13 o 9 9 10 11 13
10 10 11 13 o co 10 10 11° 13* o
11 11 183 o [ co 11 11 12 13 0o
12 12 13 o [ 0 12 12 13 0 0
13 13 [ [ 0o 13 13 [ 0o 0o

Figura 1.12. Dy e D, correspondentes a metade superior
e & metade inferior do GDAG da Figura 1.6. O significado
de e e o sera explicado adiante.

Note primeiro que DiG(k) = Dg(i,k) representa o menor valor de j, tal que
Cs(i, j), 0 peso total do melhor caminho entre Tg(i) (vértice i da linha de topo
do GDAG G) e Bg(j) (vértice j da linha de baixo do GDAG G), é k. Todos os
caminhos de Tg(i) = Ty (i) @a Bg(j) = BL(j) tém que cruzar a fronteira By = T_
em algum vértice, e o peso total do caminho é a soma dos pesos do intervalo
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emU e em L. Assim, para determinar Dg(i,k) precisamos considerar caminhos
que cruzam U com peso total | e depois cruzam L com peso total k—1, para
todo| de Oan'.

Tendo fixado um certo valor de |, o menor valor de |, tal que existe um
caminho de Tg(i) @ Bg(j) com peso | em U e peso k—1 em L, é dado por
Dy (Dy(i,l),k—1), uma vez que Dy(i,l) € o primeiro vértice na fronteira que
esta a uma distancia de | de Tg(i) e D_(Dy(i,l),k—1) é o primeiro vértice que
estd a uma distancia de k—I do vértice na fronteira.

Pelas considerag¢des acima, temos:

D(i,k) = min {Dy(Dy(i.1).k~1)} (2)

Observe que ao manter i fixo e variar k, as linhas de D usadas sdo sem-
pre as mesmas. A variacdo de k s6 muda o elemento que deve ser consultado
em cada linha. Para cada linha de D_ consultada, um elemento diferente é
tomado, devido ao termo —|. Esta operacdo de deslocamento e a observagéo
seguinte sugerem a seguinte definicdo de shift, diag e MD. Antes dessas de-
finicdes consideremos a obtencéo, digamos, de Dg(1,6) e Dg(1,5), usando a
Equacéo 1.

Da(1,6) = min {Di(Dy (L1),6-1)}

Isso envolve o minimo dos valores marcados com e na Figura 1.12, dando
o valor 8. Por outro lado, para obter

DG(15) = OErI]an{DL(DU (17|)v57 l)}7

temos que computar o0 minimo dos valores marcados com o, que é 6.

Note que se deslocarmos as linhas apropriadas de D, (linhas 1, 2, 3, 4, 10)
para a direita, com cada linha deslocada de uma posicéo para a direita com
relacdo a linha anterior, todos 0s valores, cujo minimo necessita ser compu-
tado, sdo alinhados convenientemente ha mesma coluna, com todas as novas
posicdes preenchidas com « (Figura 1.13). Vemos que todos os valores mini-
mos de cada respectiva coluna déo a linha 1 inteira de Dg. A disposi¢do da
Figura 1.13 é denominada MD{1](i, j), que sera formalizada nas defini¢ces de
shift e diag.

Definicéo 8 ( shift]l,W,c]) Dado um vetor W de comprimento s+ 1 (indices de 0
as), paratodo | (0<I < c—s) defina shift[l,W,c] como o vetor de comprimento
c+1 (indices de O a c) tal que:

00 ifo<i<l
shift]l, W, (i) ={ W(i+1) ifl <i<s+]
00 ifs+l<i<c

Em outras palavras, shift]l,W,c] é o vetor W deslocado para a direita de |
posi¢Bes e completado com co.
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MD[1(i,j) o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 2 5 6 9 00 0 o

1 o 2 3 5 6 9° 0 o 0

2 o o 3 4 5 6° 9° S )

3 co o o0 4 5 6° 8° 9 o

4 co o o oo 10 11° 13*° o o
Lol ! R

Minimum 1 2 3 4 5 6 8 9 o

Figura 1.13. Note que as bolinhas brancas e pretas es-
tdo todas alinhadas verticalmente.  MD[1] pode ser usada
para obter a linha 1 de Dg.

Com esta definigdo podemos reescrever a Equacéo 1:

Do(i.k) = min {shift/D* **).1.2n)(k)} )

Considerando todas as linhas relativas a um certo valor de i podemos obter
a matriz_MD[i], através das seguintes definicdes, para achar todos os elemen-
tos de Di.

Defini¢do 9 ( Diag|W, M, lg]) Seja W um vetor (comecando com indice 0) de in-
teiros em ordem crescente, tal que os primeiros m+ 1 elementos sdo nimeros
finitos e W(m) < n. Seja M uma matriz (n+ 1) x (m + 1) (indices comegando
com 0). Diag|W,M,lg] € uma matriz (m+ 1) x (2m + 1), tal que sua linha de
indice | & shift[MWO) | 1o, 2n].

Diag|W, M, o] tem suas linhas copiadas de uma matriz M. A selecdo de
quais linhas séo copiadas é feita pelo vetor W. Cada linha copiada é deslocada
de uma coluna para a direita em relagdo a linha anterior. A quantidade para
deslocar a primeira linha copiada é indicada por .

Defini¢éo 10 ( MDIi]) Seja G um GDAG para o problema ALCS, formado pela
juncéo dos GDAGs U (upper) e L (lower). Entdo, MD[G,i] = Diag[D{;,D.,0].
Quando G esté claro no contexto, usaremos apenas a notagao MD]i].

A Figura 1.13 mostra MDI[1] que pode ser usado para obter D(lg. Assim,
pela obtengéo do minimo de cada coluna de MD[i] temos Di;. Se denotarmos
por Cmin[M] os minimos das respectivas colunas da matriz M, entdo podemos
escrever:

Diz(k) = Cmin[MDJi]}(K) @3)
A matriz MDJi] pertence a uma classe de matrizes conhecidas como ma-
trizes totalmente monotonicas (totally monotone matrices) [1]. Uma matriz é
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chamada monotdnica se 0 minimo de uma coluna esta abaixo ou a direita do
minimo de sua coluna vizinha direita. Se dois ou mais elementos tém o minimo,
entdo pegue o elemento superior. Um matriz € chamada totalmente monot6-
nica se cada uma de suas 2 x 2 sub-matrizes € monotonica.

Antes de prosseguir, definimos a maneira para comparar os elementos
quando aparecem valores c em MD]i].

Observagéo 2 Dados dois valores « de uma mesma coluna de MDJi], MDi](l1, j)
e MDJi](I2, }), sendo |1 < I3, dizemos que MDJi|(l1, j) > MDIi](I2, j) se e somente
selp < j (isto é, os dois elementos estdo acima da diagonal principal.). Em caso
contrario, dizemos que MDJi](l1, j) < MD[i](I2, ).

Vamos enunciar o seguinte sem provar. As provas podem ser encontradas
em [2].

Teorema 6 Fazendo as comparagdes de acordo com a Observacgéo 2, a matriz
MD[i] é totalmente monotdnica.

Dado que todas as matrizes MD|i] sdo totalmente monotdnicas, a unido ou
juncéo de GDAGs pode ser feita por meio da busca do minimo das colunas
para todas as matrizes, por um algoritmo baseado em [1], que leva somente
tempo O(m) para cada uma das n+ 1 matrizes (pois as matrizes tém altura m).

Mesmo com este algoritmo, entretanto, o tempo total € ainda O(nm). Isso
néo é ainda satisfatorio. Para resolver o problema de jun¢éo em tempo menor
observamos que, dada a similaridade entre linhas adjacentes de Dg, matrizes
MDJ[i] sdo também semelhantes para valores préximos a i. Isso sera explicado
a seguir.

1.3.5. Eliminagdo da redundéancia

Exploramos a propriedade de que r + 1 linhas consecutivas de Dy séo r-
variantes [25], i.e., para obter qualquer linha a partir de qualquer outra linha,
precisamos somente remover no maximo r elementos e inserir no maximo ou-
tros r elementos. Mais importante, com r + 1 linhas consecutivas de compri-
mento m' + 1, fica possivel obter um vetor de elementos que sdo comuns em
todas as r + 1 linhas de tamanho ' + 1 —r, que chamaremos de vetor comum.
Os elementos do vetor comum podem ser ndo-contiguos. Usamos a notagéo
D" para indicar o vetor comum da linha de D a D" para um GDAG U.
Usamos r = [v/n7]. _

Pode-se mostrar que todos os elementos de um vetor D{j estdo também
presentes no vetor D[j’“, com excecao daqueles que sdo menores que ig+r.
Por exemplo, considere Dy da Figura 1.12. Temos m' =4 er = 2. Os elementos
comuns aDf = (0,1,2,3,4) e D = (2,3,4,7,8) s&o 2, 3, 4 (os Ultimos elementos
de DQ).

Pode-se também mostrar que todos os elementos presentes em ambos

0s vetores D'Lj) e D'{j+r estdo também presentes em vetores D{J para ip <i <
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MDli] MDlig + 7]
blocol
blocol o0 bloco2 o0
bloco2
00 bloco3 00 bloco3
bloco4 bloco4

Figura 1.14. Estruturas das matrizes MD]ig] € MDJip+r],
mostrando trés blocos comuns

ig+r. Portanto, podemos ter uma forma simples de determinar o vetor comum
para um grupo de linhas: precisamos simplesmente pegar Dy e ler todos os
elementos de D'L(j, ignorando aqueles que sdo menores que ig+r. Isso leva
tempo O(n7). No exemplo anterior, temos D8’2 =(2,3,4).

Mais ainda, é importante determinar quais elementos sdo adjacentes em
todas as linhas formando pedacos indivisiveis. Estes elementos serdo denomi-
nados fragmentos comuns. No exemplo, pegando linhas 6, 7, 8, D&Z = (9,10, )
e os fragmentos comuns s&o (9,10) e ().

A determinacao dos fragmentos comuns pode ser feita usando o vetor .
De W (ip+1) aVu(ip+r) temos os elementos que n&do aparecem no vetor co-
mum e podem ser usados para dividi-lo em fragmentos comuns. Isso leva
tempo O(lognY) para cada elemento e um tempo total de O(r logny). Os frag-
mentos comuns s&o numerados de 0 ar e o fragmento t sera denotado DS [t].

Agora voltamos ao processo de juncéo do algoritmo. Obtemos o vetor co-
mum e os fragmentos comuns da matriz Dy. Ao invés de construir MD[i] para
cada individual i, usamos as linhas D} a D}*" para construir matrizes MD[iq] a
MD[ig+r] e, como ja mencionado, as similaridades entre linhas préximas umas
das outras implicam similaridades entre matrizes MD[i] para valores proximos
dei. O vetor comum D'lj"'r contém os indices das linhas de D| que estdo pre-

sentes em todas as matrizes de MDJip] a MDJ[ig+r]. Cada fragmento Dilj”r[t}
indica um conjunto de linhas de D, chamado blocos comuns, que podem ser
usados em linhas adjacentes em todas estas matrizes.

Considere um fragmento comum D'lj"'r[t], 0<t <r. Todas as matrizes MD[i]

com ig <i <ig+r conterdo Diag[D'lj”r[t},DL,Ii_t] como um conjunto de linhas
contiguas da linha lj, onde |;; varia de matriz a matriz e de bloco a bloco. Isso
€ ilustrado na Figura 1.14.

Em cada matriz é necessario resolver o problema dos minimos das colu-
nas. Podemos entéo evitar a computacgao repetitiva determinando primeiro os
minimos das colunas dos blocos comuns. Temos entdo a seguinte defini¢ao.

Defini¢éo 11 ( ContBl[ig,r,t])

ContBl[ig,r,t] = Cmin[Diag[DZ" [t], Dy, 0]]
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Em outras palavras, ContBl[ig,r,t] € um vetor dos minimos das colunas do
bloco t comum as matrizes MDJig] @ MD[ig+r].

Considere agora a idéia de contracéo de linha de uma matriz (totalmente)
monotoénica.

Definicdo 12 [Contragdo de linhas de uma matriz (totalmente) monotdnical
Seja M uma matriz (totalmente) monotdnica. Uma contrac¢do de linha aplicada
a um conjunto de linhas contiguas € a substituicdo de todas aquelas linhas em
M por uma so linha. Os elementos da coluna i desta nova linha € o minimo dos
elementos presentes na coluna i das linhas originais substituidas.

Pode-se mostrar que apés a contra¢éo a matriz continua sendo (totalmente)
monoténica.

Se para cada matriz MD[i] fazemos sucessivas contra¢des de linhas, uma
para cada um dos blocos comuns, o resultado sera uma que chamamos de
ContMD(i], tal que Cmin[MD]i]] = Cmin[ContMD]i]].

A contracdo de cada bloco pode ser feita por um algoritmo apresentado
em [1] adaptado para matrizes com poucas linhas. Um bloco t de ny linhas é
contraido em tempo O(mlog(n'/my)). Para cada linha i em um bloco particu-
lar, este algoritmo indica o intervalo de colunas que tém seus minimos nesta
coluna. Esta representagéo indireta dos minimos das colunas pode ser con-
sultada em tempo O(logn7) para cada elemento de ContBl|ip,r,t]. Na analise a
seguir, o fator logm’ na complexidade de tempo vem deste tempo de consulta.
A contragéo de todos os blocos pode ser feita em tempo O(m' logn).

Os blocos comuns aparecem nas matrizes MD]i] em diferentes posi¢oes,
mas o resultado da busca pelos minimos das colunas destes blocos pode ser
usado em todas as matrizes. Mais precisamente, se o bloco comum t aparece
comecgando com a linhal;; da matriz MD]i], a contrac¢&o deste bloco na matriz é
feita simplesmente pela substitui¢&o do bloco pelo vetor shift[l; ¢, ContBl[ig, r,t], 2m].

Além das r + 1 linhas obtidas da contra¢do dos blocos comuns, cada matriz
ContMDi] contém no maximo r linhas adicionais. Note que r = [v/n7]. Portanto,
a contragdo das matrizes reduz a altura dessas matrizes a O(v/nv). A contra-
cdo das matrizes ContMDJip] a ContMDJip + r] pode ser feita por uma simples
manipulacéo de ponteiros. De fato, para construir ContMDJi + 1], podemos usar
ContMD]i], remover a primeira linha e inserir uma nova. Uma estrutura similar
aquela para Dg da Secdo 1.3.3 pode ser usada aqui.

Usamos o algoritmo de Aggarwal et al. [1] para achar todos os minimos
das colunas da primeira matriz do intervalo, ContMDJip], obtendo linha D'(g em
tempo O(m' lognY). Para linha D, ig < i <ip+r, usando a Propriedade 1, s6
precisamos determinar Vg (i) de Digl. Fazemos isso tomando de ContMD[i]
O(v/m') colunas, espagados de [vm'] e achando seus minimos em tempo
O(vnflognt). Isso nos da uma [v/m']-amostra de Di, que pode ser com-
parado a DiG‘l para dar-nos um intervalo de tamanho O(v/nY), onde V(i) pode
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ser obtido. Para achar V(i) fazemos uma outra determinagdo dos minimos das
colunas em tempo O(v/m lognt). Fazendo isso para r valores de i, gastamos
tempo O(rv/m'lognt) = O(nlogm). As linhas de Dg podem ser armazena-
das na estrutura de dados descrita na Se¢éo 1.3.3 para comparacgéo de linhas
adjacentes (os dados para linhas ja usadas podem ser descartadas).

Como ha um total de (n+1)/(r 4+ 1) grupos de r + 1 matrizes MDJi] para pro-
cessar, 0 tempo total para determinar D e Vg de Dy a D € O((nnY/r)logm’) =
O(n\/ﬁlogn’{). Podemos dividir este trabalho usando g processadores, divi-
dindo Dy entre os processadores. Cada bloco der linhas de Dy pode ser usado
para determinar as r linhas de Dg, 0 processamento de cada bloco sendo in-
dependente dos outros blocos. Com isso, o tempo fica O((nv/nf lognt) /q).

Precisamos considerar o tempo para construir a representacdo de Dy e
D, conforme mostrado antes. A representagdo de D deve estar disponivel
na memodria local de todos os processadores. Esta construcéo leva tempo
O(m/), ou O(nvM'/q) usando q processadores. Temos assim o seguinte.

Lema 18 Seja G’ um GDAG (2m' + 1) x (n+1) para o problema ALCS, formado
pelajuncdo dos GDAGS (m' +1) x (n+1) U (upper) e L (lower). A determinacdo
de Dg, e Vg de DB, VU, DE e V| pode ser feita por q processadores em tempo

O(n\/ﬁ(lJrlognf/q)) e espago O(nvm).

1.3.6. Andlise do algoritmo completo

Dadas as cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectivamente, fase 1
do algoritmo BSP/CGM da Sec¢éo 1.3.2 resolve o problema ALCS para os p
GDAGs definidos para as p subcadeias de X em tempo O(mn/p).

Precisamos obter a complexidade de tempo da fase 2. Considere uma
operagao basica de unido que junta um GDAG superior U’ e um GDAG inferior
L', digamos de tamanhos (m + 1) x (n+ 1) cada, para produzir o GDAG uni&o
G’ de tamanho (2m' +1) x (n+1). O valor de m’ dobra em cada passo de uni&o
ou juncéo até o ultimo passo em que temos a solugdo (quando 2m' = m).

Quando hé& q processadores para lidar com o0 GDAG G/, temos m' = mq/2p.
Pelo Lema 18, a complexidade de tempo fica:

o3+ 28 ) ~0 (2 (va %)

A quantidade de processadores q envolvidos na obtencao de cada GDAG
dobra em cada processo de unido. Assim, a soma dos tempos de todos os
processos de uniao é:

O<%1( lo9p (/31 4 51o9p |ogm>> :O<%ﬂ (\/rwlogm)) =
(v (1))

Para conseguir um ganho (speed-up) linear precisamos fazer este tempo
O(mn/p). Isso é conseguido se p < ,/m. O espaco requerido para o algoritmo
proposto é O(n,/m) por processador, devido a representacdo de D em cada
processo de unido.
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Quanto a requisitos de comunicac¢éo, com g processadores fazendo a uniéo,
cada processador determina n/qg elementos de Vi que precisam ser transmiti-
dos a outros 2g— 1 processadores para 0 proximo passo da unido. Isso resulta
em O(n) dados transferidos por processador. O processador que determina
Dg, precisa transferir os mg/p elementos deste vetor a outros 2q— 1 processa-
dores, resultando em uma rodada de comunicagéo onde O(mg?/p) dados s&o
transmitidos.

Para alguma constante C, isso pode também ser feito em C rodadas de

comunicacdo em que cada processador transmite O (rnq”l/C p) dados: na pri-

meira rodada o processador que determinou Dg, faz um broadcast deste vetor
a |g¥/C| outros processadores, que entdo transmite a [g%/C| outros proces-
sadores e assim por diante. O ultimo passo de unido se da quando a maior
quantidade de dados é transmitida por processador, O(mpl/C +n).

Concluimos esta se¢cdo com o seguinte principal resultado, que é um algo-
ritmo BSP/CGM de ganho linear para o problema ALCS.

Teorema 7 Dadas duas cadeias X e Y de comprimentos m e n, respectiva-
mente, o problema ALCS pode ser resolvido por p < y/m processadores em
tempo O(mn/p), espago por processador O(n,/m), e O(Clog p) rodadas de co-
municacao, para alguma constante escolhida C, em que O(mpl/C +n) dados
séo transmitidos de/para cada processador.

1.4. Concluséo

Concluiremos este texto comentando as solugdes parelelas obtidas para os
dois problemas abordados.

Apresentamos um algoritmo paralelo que acha todas as subseqiiéncias
maximais de uma sequiéncia A com ganho (speed-up) linear e alta escalabi-
lidade. O tamanho da rodada de comunicagéo, isto €, a quantidade de dados
transmitidos numa rodada de comunicagéo, é limitado a O(|A|/p). Conjectu-
ramos que se |A| > p o tamanho médio das rodadas de comunicacdo deve
ser menor que |A|/p. De fato, por experimentos feitos com uma seqiiéncia X
de nimeros aleatdrios conjecturamos que o tamanho médio de PList(X) seja
O(log(]X])). O tempo de execucéo do algoritmo é dominado pelo tempo do
primeiro passo, para achar as subsequéncias maximais locais.

N&o é trivial derivar este algoritmo paralelo de tempo O(]A|/p) e espago
O(|A|/p) por processador, e ndo € intuitivo que possa ser obtido um algoritmo
paralelo que requer um nimero constante de rodadas de comunicagdo. Para
isso, tivemos que explorar as propriedades das maximais locais que séo poten-
ciais candidatos para ser juntadas a fim de formar maximais maiores, além de
um processo eficiente para juntar os candidatos a maximais locais. Por essa
razao precisamos de muitos lemas auxiliares para se chegar ao resultado.

Algumas adaptacdes podem ser feitas a este algoritmo. Por exemplo, é facil
fazé-lo funcionar para uma sequiéncia circular de niimeros, que pode ser impor-
tante quando se lida com cadeias circulares de nucleotidios. Além disso, se as
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melhores k maximais sdo necessarios, um algoritmo paralelo de selegdo [31]
pode ser usado para achar a k-ésima melhor maximal em tempo O(|A|/p) e
O(logp) rodadas de comunicagéo.

Para o0 segundo problema, mostramos que resolvendo o problema ALCS,
resolvemos também o problema LCS. Mesmo considerando o problema mais
geral, conseguimos apresentar um algoritmo paralelo BSP/CGM com p proces-
sadores de tempo O(mn/p), onde me nsdo os comprimentos das duas cadeias
dadas, e O(logp) rodadas de comunicacéo. Do nosso conhecimento, este é o
melhor algoritmo BSP/CGM conhecido na literatura para o problema ALCS.

Para derivar este algoritmo eficiente de ganho linear, exploramos as pro-
priedades de matrizes totalmente monoténicas, as similaridades entre linhas
da matriz Dg matriz e a similaridade entre matrizes consecutivas MD]i]. Isso
possibilitou a redugdo do espago necessério para armazenar informacdes es-
senciais, reduzindo como consequéncia a quantidade de dados transmitidos
em cada rodada de comunicagao.

Como problemas futuros, podemos buscar outros algoritmos paralelos, para
estes mesmos problemas, com melhores complexidades de computagéo local
e em numeros de rodadas de comunicagdo. Em particular, para o segundo
problema, podemos propor novas estruturas de dados que armazenam as in-
formacgdes pertinentes que sejam eficientes, tanto em espaco, como em tempo
de acesso as informagdes armazenadas. Nesse sentido, ja ha diversos traba-
Ihos com resultados promissores [33, 8].
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