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Problema de Subseqtiéncia Comum Mais Longa

e Dadas duas sequéncias de simbolos, a
obtencéo da subseqléncia mais longa
comum a ambas € um importante problema
com aplicagbes em comparagao de
sequéncias de DNA, compressao de dados,
etc.

e Consideramos o problema mais geral
denominado toda-subcadeia subseqliéncia
comum mais longa e apresentamos um
algoritmo paralelo eficiente em tempo e
espago.

@ Antes vamos introduzir alguns conceitos e
nomenclatura.
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Subcadeia, Subseqiéncia

e Considere uma seqUéncia ou cadeia de
simbolos. Exemplo:
“helloworld”

e Uma subcadeia de uma cadeia € qualquer
fragmento contiguo da cadeia dada.
Exemplo:

“lowor” (“helloworld”)

e Uma subsequéncia de uma cadeia € obtida

pela remogao de zero ou mais simbolos da

cadeia original. Exemplo:
“hold” (“helloworld”)

e Notagao: Dada umacadeia Y =y ...y,
denotamos por Y a subcadeia de Y desde y; a y;.

Siang Wun Song Algoritmos Paralelos Eficientes para Alguns Problemas em Proce



Subseqiéncia Comum Mais Longa - LCS

e Dadas duas cadeias X e Y, o problema de
subsequéncia comum mais longa (LCS)
acha o comprimento da subsequéncia mais
longa comum a ambas as cadeias. Exemplo:
X = “helloworld”

Y = “hollywood”

O comprimento da subsequéncia comum
mais longa € 6 e a subsequiéncia comum:
“hllwod” ou

“nllood”
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Toda-Subcadeia Subseqtiéncia Comum Mais Longa -

ALCS

e Considere cadeias X e Y de comprimentos
me n.

e Toda-subcadeia subseqliéncia comum mais
longa (ALCS) acha os comprimentos das
subsequéncias comuns mais longas entre X
e qualquer subcadeia de Y.

e LCS e ALCS podem ser modelados por
meio de um grafo orientado aciclico em
grade (grid directed acyclic graph - GDAG).

e Vamos apresentar agora este grafo.
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Grafo Orientado Aciclico - GDAG

e Considerem

X = baabcbca (comprimento m)

Y = baabcabcabaca (comprimento n).
o O GDAG tem (m+ 1) x (n+ 1) vértices.

e As arestas do GDAG tem pesos:

As arestas verticais e horizontais tém peso
0.

As aresta do vértice (i — 1,j — 1) ao vértice
(i,j) tem peso 1 se x; = y;.

Se x; # yj, a aresta tem peso 0 e pode ser

ignorada.
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Para0 <i<j<n, Cs(i,j) é 0 custoou peso
fotal do melhor caminho entre vértices Tg(i) €
Bg(j), representando o comprimento da
subseqijéncia comum mais longa entre X e a
subcadeia Y/, ,. Se i > | (Y+1 é vazia ou
nao-existente), Cg(/,j) =

o As definigdes de Cg (acima), Dg e Vg (a serem
vistos) s&o devidas a M. Lu e H. Lin 1994.

e T; primeira linha da GDAG.

@ B ultima linha da GDAG.
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Interpretando a matriz Cg

e Por exemplo Cgs(0,9) = 8.

e Isso significa que comprimento da LCS entre
X =baabcbca e
Y?= baabcabca ¢ 8.

e Lembre-se a notacao:
Dada uma cadeia Y = y; ... yp
denotamos por Y/ a subcadeia de Y desde

yiay;.
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Intrepretando ainda Cg

e Vimos que Cgs(0,9) é 8.

e Mas Cg(0, 10) também é 8.

e Isso mostra que ha uma posicdo mais a
esquerda (no exemplo 9) para se chegar a

um valor de comprimento determinado (no
caso 8).

e Essa observacao motiva a definicao da
matriz Dg.
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Seja G o GDAG para o problema ALCS para as
cadeias X e Y. Para0 </ <n, Dg(i,0)=1ie
para 1 < k < m, Dg(i, k) indica o valor de j tal
que Cg(i,j) = ke Cg(i,j—1) =k —1. Se nédo
ha tal valor, entdo Dg(i, k) = oc.
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Dg(i,j) o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 8 9
1 1 2 3 4 5 6 8 9 o
2 2 3 4 5 6 8 9 13
3 3 4 5 6 8 9 11 183
4 4 5 6 8 9 11 183 oo ™
5 5 6 7 8 9 11 13 o ™
6 6 7 8 9 11 18 oo ™o ™
7 7 8 9 11 13 oo oo oo o
8 8 9 10 11 13 oo oo oo o
9 9 10 11 12 13 o oo ™o
10 10 11 12 13 oo oo oo o o
11 11 12 183 o0 o oo oo oo o©
12 12 13 oo oo oo oo oo oo o
13 13 0o o oo o0 oo 00 o0 o0
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Significado da Matriz Dg

@ Se comecgarmos da posicao / da linha de topo e
procedermos para a ultima linha a uma posi¢ao dada por
Dg(i, k), entdo podemos obter um caminho de peso total
K.

@ Assim, Dg(/, k) fornece a posicao mais a esquerda que da
0 peso total k.

@ Por exemplo, Considere Dg(0,8) = 9. Comege com o
indice 0 da linha de topo e pega arestas em qualquer uma
das trés direcbes: diagonal (peso 1) ou arestas horizontal
ou vertical (peso 0). Para obter um peso total 8, a posicao
mais a esquerda na ultima linha sera 9. Assim, temos
Ds(0,8) = 9.
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Propriedades da matriz Dg

M. Lu e H. Lin (1994) mostram que Dg apresenta as
propriedades:

o Para0 < i< n-1,linha D' pode ser
obtida da linha Dj; pela remogao do primeiro
elemento (D(0) = i) e a insergéo de
apenas um novo elemento (que pode ser
00).

e Os elementos inteiros de cada linha da Dg
estdo em ordem crescente estrita (ndo ha

elementos repetidos, exceto o valor co).

Com isso, temos uma forma econdmica de armazenar seus
valores: Basta armazenarmos a primeira linha de Dg, mais um
vetor contendo 0s novos elementos nas préximas linhas. Esse
vetor serd chamado V.
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Para1 <i < n, Vg(i) é o valor do elemento
finito que esta presente na linha D, mas ndo
esta presente na linha D;'. Se tal elemento
finito ndo existir, entdo Vg(i) = oo.
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4 5 6
Va(k) oo 13 11 oo 7 oo oo 10 12 oo oo
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Algoritmo Sequencial para LCS e ALCS

Alves, Caceres e Song [Discrete Applied Math. 2007] mostram
que:

Dadas duas cadeias X e Y de
comprimentos m e n, respectivamente, é
possivel resolver o problema ALCS
sequiencialmente em tempo O(mn) e
espago O(n).

Nao vamos mostrar o algoritmo sequencial, mas sim
discutiremos o algoritmo paralelo.
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Algoritmo Paralelo para ALCS

e Dadas duas cadeias X e Y de
comprimentos me n.

e Supor X dividida em p subcadeias, cada
uma de tamanho m/p.

e GDAG dividido em p pedacos horizontais,
cada um com m/p+1 linhas cada. (Dois
pedagos consecutivos compartilham uma
linha comum.)

e Cada processador corresponde a um
pedaco horizontal e resolve
se(iuenmalmente ALCS para as cadeias

i+1)/p
Xmip+1 €Y, e computa o valor local de De.
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Algoritmo Paralelo - Divisdo e Conquista

O algoritmo paralelo para ALCS consiste de
duas fases:

@ Cada um dos p processadores executa o
algoritmo sequencial ALCS para os seus
pedacos locais e computa o Dg local.

@ Em log p rodadas pares de solugoes
contiguas sao juntadas sucessivamente
para obter a solucao do problema original.
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llustragéo - Divisdo e Conquistta

G G G
b1
b2
ps3
Pa
Ps
Ps
b7
Ps

O(log p) rodadas de comunicag¢édo sdo usadas.
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Juncéao de Resultados Parciais

e Em cada rodada, Dg parcial € computado.
Resultados parciais precisam ser juntados
para a proxima rodada. Essa é a parte mais
dificel do algoritmo.

e Em particular o armazenamento de Dg de
forma compacta para ser transimitido com
eficiéncia.

e Vamos discutir agora o0 armazenamento.
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Armazenamento Direto de Dg Inadequado

Armazenamento direto de Dg usa espago O(mn) e permite
acesso aos valores de Dg em tempo O(1). Inadegado pelo
espaco grande onde ha grande redundancia.

Dg(i,j) o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 8 9
1 1 2 3 4 5 6 8 9 o
2 2 3 4 5 6 8 9 13 ™
3 3 4 5 6 8 9 11 183
4 4 5 6 8 9 11 183 oo ™
5 5 6 7 8 9 11 13 o ™
6 6 7 8 9 11 13 o o o
7 7 8 9 11 183 oo ™o oo o
8 8 9 10 11 13 oo o oo o
9 9 10 11 12 13 ©© oo o
10 10 11 12 183 oo oo oo oo o©
11 11 12 183 o0 oo oo oo oo o
12 12 13 o0 o0 o ™o oo o0 o
13 13 0o o oo o0 oo 00 o0 00
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Armazenamento da linha D% e Vi Inadequado

Usar apenas a primeira linha de Dg e vetor V.

Espacgo usado apenas O(n) mas € inadequado

%ois demora para obter os valores originais de
G-

o
o
-
N
wW| w
Al
ol ;o
[e2] )
| N
| ®

4 5 6
Va(k) oo 13 11 oo 7 o© oo 10 12 o oo oo o
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Estrutura de Dado Compacta Proposta

Usa espago O(n/m) e permite acesso de
valores individuais de Dg em tempo O(1).

e A estrutura compacta € construida a partir
de D% e Vi leva em tempo O(nyv/m).

e A construcao é incremental pela adicao de
uma linha de Dg cada vez.

e Os valores de Dg sdo armazenados em um
vetor chamado RDg (Dg reduzido) de
tamanho O(nl),onde [ = [vm+ 1].
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Estrutura RDg

Loc’

/ \
[
: [[[-]]

RDq [TIETN_TIETN T 77

012 -1

@ Linha D"G é dividida em no maximo / sub-vetores
(/=[vm+1]) de tamanho /.

@ Os sub-vetores sdo armazenados em posigcoes separadas
de RDG

@ Temos um vetor adicional denotado por Loc’ de tamanho /
para indicar a localizagéo de cada sub-vetor.
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Teorema sobre a Estrutura de Dados Compacta

Considere o GDAG G do problema ALCS para
as cadeias X e Y. De D% e V; podemos
reconstruir a representacao de Dg em tempo e
espaco O (n\/ﬁ) de tal modo que qualquer
valor de of Dg possa ser acessado em tempo
Oo(1).
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Juncao dos Resultados Parciais

e A juncao dos resultados envolve varios
detalhes complexos e sera omitida nesta
apresentacao.

e O importante é lembrar que foi preciso tomar
proveito das redundéancias e das
similaridades (como na representagao da
matriz Dg) a fim de obter representagoes
compactas.
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Teorema Principal

Concluimos com o principal resultado que é um algoritmo CGM
de speed-up linear para o problema ALCS.

Dadas duas cadeias X e Y de comprimentos m
e n, respectivamente, o problema ALCS pode
ser resolvido por p < /m processadores em
tempo O (mn/p), espaco por processador
O(ny/m), e O(Clog p) rodadas de
comunicacao, para alguma constante escolhida
C, em que O(mp'/© + n) dados séo
transmitidos de/para cada processador.
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